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Abriss einer Theorie der A b el’schen Functionen dreier Variabeln.

In der vorliegenden Arbeit ist der Versuch gemacht, aus den Sitzen, welche iiber die
allgemeinen Theta-Functionen beliebig vieler Variabeln gelten, und unabhéngig von der
Theorie der algebraischen Integrale, zu einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier
Variabeln zu gelangen. Die Losung dieser Aufgabe ist von Herrn Weber in der Ab-
handlung: ,,Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876 begonnen
worden, und ich wiirde ausgehen konnen von dem auf S. 37 der angefiihrten Schrift auf-
gestellten Additionstheorem. Indessen sei es gestattet, die Grundeigenschaften der Theta-
Functionen, auf denen dasselbe beruht, hier noch einmal darzustellen, und zwar mit An-
wendung der Methoden und Bezeichnungen von Herrn Weierstrass, der mich zu dieser
Arbeit angeregt hat. Der Inhalt der drei ersten Paragraphen rithrt von Herrn Weierstrass
her.

Erster Theil.

§1.

Die allgemeinste Theta-Function von p Verdnderlichen (uy, uy - - - up) ist definirt durch
eine Reihe von der Form:

Z [eé(ul~~up;nl~-np)]7

(n1,m2:mp )

wo G(uy---up;ny---np) eine ganze Function zweiten Grades der 2p Grossen (uj - up,
ni---np) bedeutet, und fiir (n;---np) alle Systeme ganzer Zahlen zu setzen sind. Diese
Function G ldsst sich auf die Form bringen *):

G(ul...up;nl...np)
p
=G(uy---up;n+vy---np+vp) +2mi Z Uo(ng +va)] +C,
wo G(uj - Up, Ny +Vy---np+ vp) eine homogene Function zweiten Grades von ug - - - up,

ny+Vy---np+Vpist,und Uy -+ lp, Vi -+ Vp, C, 2p + 1 Constanten bedeuten.
Die 2p(2p+1)

liche Grossen, U --- Up, Vi -+ -V, dagegen als verdnderliche Parameter, und bezeichnen die

Coefficienten der homogenen Function G betrachten wir als unverédnder-

. . . . . . .. 27
*) Diese Umformung ist nur dann unméglich, wenn die Determinante der p? Grossen 3 9 aG (a,B =
Ug nﬁ

1,2---p) verschwindet; welchen Fall wir ausschliessen.



2 Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln.

Summe
(1) Z[eG(l/ll"'§n1+V1"')+2ﬂi2”a(”a+va)] durch @(ul . up; ‘LLI, Vl .. ILLP’ vp),

oder, abgekiirzt, durch
O(ui---up; U, v).

Dies ist dann, bis auf einen constanten Factor, welcher noch hinzutreten kann, die allge-
meinste ®-Function. Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Convergenz der
Reihe ist, dass der reelle Theil von G(0---0, v; - -- vp) fiir alle reellen Werthe von v --- v,
einen negativen Werth habe.

Zwei verschiedene Theta-Functionen lassen sich nun auf folgende Weise zu einander
in Beziehung setzen. Es seien

Vi, VbV

o
Wi, Wy p

p’

2p neue unabhingige Grossen; alsdann lédsst sich, wenn wir die linearen Ausdriicke

a —_—
WG(WE"'\/{"')mitG(W’l"'Vf"')era,

bezeichnen, G(u; +w/---ny + V) + Vi ---) in dieser Weise entwickeln:

/ /

Gluy+ W, ny+Vi+V] ) =GW, V] -)

p
Z ug G(w o+ (Mg +Va)GW) -V )pra] +Glur--ny+vy-);
a=1
oder, da
/ / 1 4 / / / / / /
Gwy--vi-) =3 Y, WoGWy - V- )a+VeGWi - Vi - )pial
o=1
ist:

G(u1+w’1--n1+v1+v{--)

p
Z Ug + wa G(w’l~~v{~-)a+(na+va+%v&)G(w’1~~v{~-)p+a]

a=1

+G(uy--ny+vy--).
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Daraus folgt, wenn wir v}, mit —Vv}, vertauschen, und dann ny + v}, fiir ny setzen:

G(up +wy--ni+vi-)=Guy--n +vi+vy-)
p
+ Y (e +3we)GWy -+ = Vi =)o+ (1 + Vo + 5 Vo) GWy - =V --)pial.
a=1

Wir setzen nun
) G(Wy - = V1 )pra =2%illg, G(W)- = Vi )a =2Tq,
und 2@/, fiir w),. Alsdann ergiebt sich:

G(u1+25’1~n1+v1~):G( '~n1—|-V1—|—Vi-~)

p
+2mi Z /.La na+Va+V )}
a=1
P
+ Zna ”a"‘a) ) ﬂinutlxvtlx]'

a=1

Dabher:

p
Guy +2@) -+ V- ) +27i Y [Ha(na + Va))

a=1

IG(u1~n1—i—V1—i—V{ "‘27[12 .u(x"‘.u(x na+Va+V(/)z)]
a=1
p p
—27i ) PV + Z Mo (o + W) — Tifle Ve | -

o=1 a=1

Aus dieser Umformung des Exponenten in dem Reihen-Ausdruck der Function ®(u; +
20 - -5 u,v) folgt:

AeRT——

- a\la o) TG Ve —

3) e i B @y + 2@ -, v)

— e LHVa @y u+ T, V V).
Wir fassen jetzt yy - - lt;, Vi - - v, als unabhiingige Grossen auf. Dann ergiebt sich aus dem

Gleichungssystem (2), dass die Grossen 2@/, 217, lineare homogene Functionen derselben
sind:

P P
“ 2w, = ﬁ;l[zukmaﬁ +2Vh@l,l, 27 = ﬁ; [zubnaﬁ +2Vh g

(a=1,2--p).
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Den Ausdruck

p
Z 27705 “a+wa) niu&v&],

welcher eine lineare Function der p Variabeln u, dagegen eine quadratische Function der
2p Grossen p’, v/ ist, bezeichnen wir durch 1 (u; - - up; p’, v'); wir erhalten dann:

3" NS V) @y +2@) -, v) = e FLHVa @y - w4, v+ V).

Die 4p? Grossen 20048, 2a)(’xﬁ, 2Nap, 277&3’ welche hier als Coefficienten eines Sy-
stems linearer Functionen definirt sind, sind ganzzahlige rationale Functionen der

2p(2p+1) 2p(2p —1)
2

bestehen. Diese erhalten wir auf folgende Weise.
Es seien ;- fip, Vi -+ Vp und pj - -, vy -+ v, zwei Systeme von je 2p unabhingigen
Grossen, und

Coefficienten von G. Es miissen daher zwischen ihnen Relationen

p p
200 = Y [211p0ap +2Vp0yp), Mo =Y [24Map +2VENep);
p=1 B=1
/ d / / / —/ 2 / / /
B=1 B=1

Alsdann folgt, da die beiden Gleichungssysteme (2) und (4) gleichzeitig bestehen:

G20y - — Vi )pra = 2Tillg, G201 — Vi )a=2Mg,
G(2@) - = Vi )pra = 2Tillg, G|+ — Vi) =21

Nun ist, nach einem bekannten Satz iiber die quadratischen Formen:

p
Y 20,620, — Vi )a—VeGR®D; - — Vi )pal
a=1
£ / —/ /
= ) R20aG2®) - —Vvi-)a —VaG2®| - — V|- )ptal-
a=1
Folglich:
a —/ = = ——/ a / /
) Z [2wa 2Ny — 20 '271a] =2mi Z [.uocva - .uocva]-

a=1 o=1
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Indem wir diese Gleichung specialisiren, erhalten wir:

Mo

204 - 2Nay —2Ngp - 20ay] =0

Q
l‘

g

(©6) 2045 - 2Ny = 21 - 200 = 0

IS
l

2ni  wenn f3 =7,

g

/ / _
[20)&[3 . znay— Znaﬁ . 2(1)05')/] = { 0 wenn ﬁ § }/

IS
l

Es sei jetzt (p1---pp, q1---qp) ein beliebiges System von 2p ganzen Zahlen, und
P P
20 = ﬁg 2pp0yp +2qp0ep], 2Ma = BX—"l 2PN ap +2qaNgp)]
(a=1,2--p).
Dann folgt aus der Formel (3):

e NP D @y 20 -+ 1, v) = e FL Mt @(yyy -+ U+ p, v+ q).

Es ist aber, wie unmittelbar aus der analytischen Darstellung der Theta-Function hervor-
geht, fiir ganze Zahlen p, ¢:

(7 Ouy -3 h+p, V+q) =PV @(uy -5 1, v).
Daher erhalten wir:
8) e—n(u1-~;p,q)@<ul +20 -3 1, V) = eZRiZ(pava—qaua)@(ul C L V).

Dies ist die charakteristische Gleichung der Function ®(u; - - up; i, v). Wissen wir von
einer Function F(u; - -up), dass sie fiir alle endlichen Werthsysteme der Variabeln den
Charakter einer ganzen rationalen Function besitzt, und fiir willkiirliche ganze Zahlen p, g
der Gleichung (8) geniigt, so ist

F(uy--up) = Const. O(uy - up; U, V).

Vorausgesetzt ist hierbei, dass die Grossen 20,8, 20, g 2Map 21!, p die Gleichungen (6)
befriedigen. Dies ist ein bekannter Satz.
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§2.

Bilden wir jetzt ein Product von r Theta-Functionen:
Our - uM, v Oy - ;@ vy o0y - 1™, vy = TI(u; - Up),
so folgt aus (8), dass dieser Ausdruck der Bedingung
) ¢ M 1 P DT () 2@ -+ ) = 2T EPaVadalta) T (i - ‘up)

genugt, wo

Va=ve +VE vy e =g+ + ol

ist. Dieselbe Gleichung gilt offenbar fiir das Product

wo vgl) . -vﬁ,l) . -VY) : -vg) rp Constanten sind, die nur den p Bedingungen:

vy v vy =0 (a=1,2-p)

zu geniigen brauchen. Jede Function, die fiir alle endlichen Werthe von u; - - up den Charak-
ter einer ganzen rationalen Function besitzt, und die in der Gleichung (9) ausgesprochene
Bedingung erfiillt, nennen wir eine ®-Function " Ordnung mit der Charakteristik (i, v).
Fiir diese gilt der folgende Fundamentalsatz:

I. Alle ©-Functionen r'*" Ordnung, welche dieselbe Charakteristik haben, lassen sich
linear und homogen durch rP unter ihnen ausdriicken.

Es sei IT(u; - -up) irgend eine solche Function, die der Gleichung (9) geniigt. Wir kon-
nen aus dieser ein ganzes System von Ausdriicken bilden, deren jeder dieselbe Gleichung
erfiillt. Wir bezeichnen zu diesem Zweck mit pj - - g, v| - - v, ein System von 2p willkiir-
lichen Grossen, und setzen:

P P
200, = ) [2Hp0ap +2V5 0], 2o = Y [2U5MNap +2VENep),
p=1

(10) o

e M VI () + 2@ -+ ) = M(uy - ', V).
Wenn fiir y’, v/ ganze Zahlen p, g gesetzt werden, so ist der Gleichung (9) zufolge:

(1 1) H(ul 3D, q) — eZEiZ(paVa*CIa,ua)H(ul . )
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Sind jetzt uy' - -y, vi' - - vy 2p neue Variable und 2@p,, 277, die entsprechenden linearen

Functionen derselben, so folgt aus Gleichung (10):
H(u1 —}—26/{ o /*le V/) _ e—rn(u1+26/1/..;'u/?v/)n(ul —}—25’1 + 26’1, . ),
Ty + 28 +20] ) = M WAV (! 4 p1” V V),

Nun ist

— i(Hg + M) (Vo + V)]
/!

N(ur +207 -5 1/, v') =Y 27 (e + 20y + @) — Tty Ve,
N(uy-; 1", V") =Y 205 (ua + @) — Wity vy).-

M 0 0"V V) = 3 (276 +2770) (ua + @ + @)
]
/

Daraus folgt:

Ny p/ + 0"V V) =+ 207w V) =, V)
= ) 20 g — 2Mo@p — ik Ve + HoVe))-
Es ist aber nach Formel (5)
) 215 @ — 2] = i ) [1g Ve — HoVal.
Folglich:
N(ur - p' + " Vv = + 207 -1, V)
=N (-5 0", V") =27y (Mo Vy)-
Demnach ergiebt sich:
(12) M VI (g 2@ -5 1/, V)
= ¢ LMV T (g -y ! + ",V V).

Setzen wir hier fiir u’, v/ ganze Zahlen p, g, so ist nach Formel (11)
H(Ll] + 26/1/ D, q) — eZTCiZ(paVa*CIa,ua)H(ul + 26/1/ . )

Da aber
e MY () 4260 ) = (uy -5 p”, V")

ist, so folgt:

(13) H(I/t] .. ‘u” _i_p, v”+q) — ezniZ[pa(Va+rVg)7‘Iaﬂa}H(ul - ‘u”, V//).
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Aus diesen beiden Gleichungen (12) und (13) entspringt nun, indem wir fiir u”, v ganze
Zahlen p, g setzen, die charakteristische Gleichung fiir die Function IT(u - -; 1/, v/):

e—rn(ul";Pﬂ)H(ul +2(23] : '; “/7 V/)

(14) _ 62”52[1’“(Va+’V&)_‘Ia(#a+r#&)]H(ul o ,LL/, V’).

Diese Formel lehrt zugleich, dass, wenn wir die Grossen u’, v/ als rationale Zahlen mit
dem Nenner r annehmen, die Functionen IT(u; - -; g/, V') simmtlich die Gleichung (9)
befriedigen. Wir setzen nun die Grossen V' simmtlich gleich Null, dagegen

0
;u(lx:_av (a:172"p)a

7

wo jede der Zahlen &y, 6, - - 8, einen der Werthe 0, 1,2 --r — 1 haben soll. Da es 7P solche

. . : . : o ,
Systeme giebt, erhalten wir somit r° verschiedene Functionen I(u; - -;—, 0). Wir setzen
r

ferner in der Gleichung (12) fiir v{'- - vj ganze Zahlen, fiir u{'- - -y irgendwelche rationale
Zahlen mit dem Nenner r. Dann erhalten wir:

20);; = Z 2pﬁ%ﬁ+261ﬁw¢/xﬁ} ) 271/& = ;Z [2pﬁnaﬁ +2qﬁrn(/xﬁ ’

o+p
r

P 5
e Oy 428 -3 2, 0) = Tl -5 2L ).
r

Setzen wir nun

0, 0!
@ZTOC—’—POU (a:1,2-~p),

wo O - - 6;, wiederum Zahlen der Reihe 0, 1--r—1, und P, - - P, ganze Zahlen sind, so ist
nach Formel (13):

o) iy [ Sotra—8y ., o'
H(ul, +P7q):eZmZ[ " Va q“““}n(ul--;—, )
r r
Folglich:
_ Y _27iy Sava _ o
e 50a) g 2L SR () 4 2@ -+ —, 0)
(15) g

; aVo : 5(’1‘/06 8/
= ezmz(P v _q“'““)e_zmzfn(ul T )
r
Wenn wir in dieser Formel fiir 01,0, - - 6, alle rP verschiedenen Zahlsysteme setzen, so
durchlaufen &; - -5[’) dieselben Werthe. Setzen wir also

; a Vo 5
E e*Zﬂ'lZSr H(ul’_70) :S(ul..up>,
r

(8)
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(die Summe erstreckt sich iiber alle r° Systeme der Zahlen J), so ist
(16) e*m(ul”;g’q)S(m 4+ 25/1/ . ) — eZﬁiZ(w_Qaﬂa)S(ul .. )
Wir setzen jetzt

~ a)(xﬁ / ~ /

200 = Z[Zpﬁ . +4p waﬁ]v 2Mg = Z[2pﬁnaﬁ +261ﬁ”7a;3]-
Dann ist
- |
26:; - 2(0(1, ZWZC —_ - 2na,
r
rn(uy -+ % q) = Z[zﬁa(”a + Og) — Tipaqal-

Daraus geht hervor, dass die Formel (15) vollstindig iibereinstimmt mit der in (8) gege-

benen charakteristischen Gleichung der Function ®(u; - -; i, v), wenn wir in derselben
\% [0)

die Grossen Vg ersetzen durch —, Wqp durch b n., p durch m., p- Da aber die Rela-
r r

tionen (6) bestehen bleiben, wenn wir die Grossen g, a)fx p> Nap 77(/1 p ersetzen durch:

,
Lﬁ, a)(/x B> Nap> M (’X g SO ist durch die Gleichung (15), dem zuletzt in § 1 angefiihrten Satz
r

zufolge, S(u; - -up) bis auf einen constanten Factor vollstindig bestimmt, und zwar

\%
S(uy --up) = Const. @" (M] “up; U, —> )
,

% %

wo O (ug - -up; 1, —) diejenige Function ist, die aus @ (u; - - up; i, —) durch die angegebe-
r r

ne Vertauschung der Grossen ® und 1 entsteht. Wir erhalten also:

(17) Z |:e—27riz<6arva)n(ul .ol 270)} — Const. @ (ul up: L, ;) .
(9)

Die Gleichung (15) bleibt ungedndert, wenn wir vy - -V, um beliebige ganze Zahlen
vermehren. Daraus folgt, dass auch die Gleichung:

19 F [ 3 0)| = ) (-, )
(9)

besteht. Hier geben wir jeder der Zahlen n die Werthe O, 1 - -7 — 1, und summiren iiber die
rP verschiedenen Systeme. Dann ist

Z [efzm):%}

(n)
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= 0, wenn irgend eine der Zahlen 6; - - 8, von 0 verschieden ist, dagegen = r°, wenn alle
diese Zahlen gleich O sind. Daraus ergiebt sich:

(19) H(u1 . 'Mp) — r—PZ [(”1 . .np)@)r ('/ll ups U, VT—HI)] .
(n)

Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Denn es ist IT(u; - - up) dargestellt durch r” be-
stimmte Functionen. Jede derselben ist (wie aus (18) hervorgeht) eine Theta-Function 7"
Grades mit der Charakteristik (u, v). Zwischen diesen r° Grossen besteht keine lineare
Gleichung. Denn aus der Formel (19) ldsst sich riickwirts die Gleichung (18) ableiten;
nehmen wir also in (19) IT(u; - -up) = 0 an, so folgt aus (18), dass die simmtlichen Coeffi-
cienten (7 - -np) gleich 0 sein miissen.

§3.

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass IT(u; - -up) eine grade oder eine ungrade
Function ist:

(20) II(—uy - —up) = »I0(uy - up); 2 =£1.

Geben wir in der Gleichung (9) den Grossen uy - - up; p1-- pp; q1 - - qp die entgegengesetzten
Werthe, so erhalten wir, da

N(—ui-- —up; —p, —q) = N(ur--up; p, q)

ist:
s M MDD () +2@) - - ) = see”™ E(TPaVatdalla) T (y, - ‘up).

Daraus folgt, dass, wenn die Voraussetzung (20) erfiillt sein soll, der Ausdruck

ZZ(PaVa —qala)

fiir alle ganzzahligen Werthe der Grossen p, g selbst eine ganze Zahl sein muss. Es miissen
deshalb y; - - Up, vy - v, die Hilften ganzer Zahlen sein. Da die Gleichung (9) nicht gein-
dert wird, wenn wir zu l; - - llp, V1 - - Vp beliebige ganze Zahlen hinzufiligen, so konnen wir
annehmen, dass jede der Grossen U - - Up, V1 - Vp den Werth O oder % hat.

Es ist nun

_ ] v+
O(uy--up) =r pZ {(”1 ~np) O (ul"“pﬁia p n)] .
(n)
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Hieraus folgt, wenn wir den Variabeln u; - - u, die entgegengesetzten Werthe geben, da,
wie aus der analytischen Darstellung dieser Function ersichtlich ist,

O(—up - —up; =, —V) = Ouy - -up; I, v),
M) = X [ 1)@ (1 —pp ~ ) .

r

Wir konnen nun setzen:

/
—Vo—Ng _ Va +ng

—Ilazlia‘i‘pa, +q0h (a:172P)7

WO p1 -+ Pp, q1 - qp ganze Zahlen, und (n} - -np) ein bestimmtes zu (n; - -np) conjugirtes

System von Zahlen ist, deren jede einen der Werthe 0, 1,2 --r — 1 hat. Es ist dann nach
Formel (7):

-V — i Yoty Vv /
@r (ulup; _IJ’7 n):€27l'lzpa( r )@(ul.up;u7 +n)
r r
Daher erhalten wir:

. ”;x‘*"’t/x /
H(ul..up>:r_pZ|:%(n1..np)e_4ﬂ:lZ”a< r )®(u1up;u,v_:n):|

Diese Formel muss mit der urspriinglichen identisch sein; daraus ergiebt sich:

. a(”?x 4/1)
@) () = se(my - mp e *HEEETE

Die Systeme (n) und (n’) sind verbunden durch die p Congruenzen:
na+nix+2va =0 mod r.

Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Entweder das System (n’) féllt zusammen mit dem
System (n). Diese sich selbst conjugirtes Systeme bezeichnen wir durch (a). Fiir dieselben
ist

2aq+2Vy =0 mod r.
Oder es fillt (n) nicht mit (n') zusammen. Diese paarweise vorkommenden Systeme be-
zeichnen wir durch (b) und (b'); es ist dann:

rPH(ul-'up>=Z{(“"'“P)®r <“1"””;“’v7+aﬂ

@) (@)
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Bezeichnen wir mit o die Anzahl der Systeme (a), so ist die Anzahl der Glieder in der
o

zweiten Summe = . Die Coefficienten (a; - -ap) sind, wie aus (21) hervorgeht, nur

dann von 0 verschieden, wenn

iy Ma(aotva)

ist. Es sind jetzt verschiedene Fille zu unterscheiden:
I. Es sei r grade und alle Grossen g, Vg gleich Null. Dann sind die Systeme (a)
bestimmt durch die Congruenzen

2a4 =0 mod r.
Es kann also aq = 0, und ay = 5 gesetzt werden. Die Anzahl o der Systeme a ist
demnach = 2P. Es ist aber

'y Ho(aa+va)
6471712 B — 1’

folglich (a1 --ap) = 0, wenn » = —1. Daraus ergiebt sich, dass die Anzahl m der Func-
P P

tionen, durch welche IT(u; - -u,) dargestellt ist, =
P 2P

ist, wenn I eine ungrade, und

, wenn IT eine grade Function ist.

II.  Es sei r grade, und nicht alle Grossen g, Vo = 0.
Dann sind die Congruenzen
2a¢q 4+ 2V =0 mod r

0
. r
unlosbar; es ist also o = 0, und daher m = CR

III.  Es sei r ungrade.
Dann erlauben die Congruenzen

200 +2Vq =0 mod r
eine einzige Losung; ndmlich

ag =0 wenn vy =0,

r—1 1
Ao = wenn Vg = b
2
In jedem Falle ist also

Ao + V(x — rV(x,
folglich
e4n_l~24ua(ao;+voc) — (_1)241"&\/&‘

P +1 rP—1

Es ist also m = , wenn »(—1)E4 Ve = 11, und m = , wenn »(—1)L4HaVe —

—1 ist.
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§4.

Wir haben gesehen, dass nur solche Theta-Functionen grade oder ungrade sein konnen,
deren Charakteristik durch rationale Zahlen mit dem Nenner 2 gebildet wird. Gleichzeitig
geht aus der Definition in § 2 hervor, dass die Charakteristik nicht geidndert wird, wenn
wir jede der Grossen, aus denen sie besteht, um eine ganze Zahl vermehren. Wir setzen
deshalb:

Lo =38, Va=13Ea, (@=1,2-p),

und setzen fest, dass jede dieser Grossen 8, € den Werth 0 oder 1 haben soll. Es ist dann:
O(—ur - —up, 58, 3€) = Ous - -up; 56 — 5, 3€ — ).
Dies ist aber, der Formel (7) zufolge,

= (=X @(uy - up; 38, 3€).
Mithin ist @ (u; - - up; %5, %3 ) eine grade oder ungrade Function, je nachdem Y €40, eine
grade oder ungrade Zahl ist. Demnach unterscheiden wir grade und ungrade Charakteristi-
ken. Jede dieser 4P Charakteristiken bezeichnen wir durch einen Index; speciell diejenige,
in der die simmtlichen Grossen 8, € gleich Null sind, durch den Index 0.
Greift man eine Reihe von Indices: a, b - - e willkiirlich heraus, so giebt es einen be-
stimmten Index m von der Beschaffenheit, dass

8+ 80 4. +85 = 8" mod 2,

€4+ el 4.+ =¢€" mod 2.
Wir sagen dann: der Index m entsteht durch Zusammensetzung von a, b- - e und bezeichnen
dies dadurch, dass wir setzen: m = a, b- - e. Die Reihenfolge der Zusammensetzung ist hier-
nach gleichgiiltig; ferner ist klar, dass zwei gleiche Indices sich in der Zusammensetzung
aufheben, und dass eine Zusammensetzung mit dem Index O keine Aenderung hervorbringt.

Demnach ist ab = ba, abb = a, 0a = a.
Zu jedem Index a gehort ein bestimmtes System halber Perioden:

0f = Y (84005 +e50)5), MG =Y (85Tap — E4Mbp)-
B B

Die Function
N(uy--up; %5“, %8“)
werde bezeichnet durch 1 (u; - - up) o.. Es folgt dann aus der Gleichung (3'):
e M) @y +f -5 189, L)

_ —Hyghse .lsa [ 1shb lpa | 1pb
=e 2 “a®(u«-,§5 +§6 ,58 +§8 )
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Nun ist
1 sa 1 sb 1 sab 1ga 1.0 1 pab
550£—|—§5O£ = 5506 + Pa, 58064-280[ = iga + 9,

WO p1 - Pp, q1 - qp ganze Zahlen bedeuten; demnach ist

.1 1sh 1 1.b Iy e (8a+65—88 .1sab 1,ab
Ou; 5189+ 187 1ev+ e ) =2 L& (%+% a)@(ul..’z(sa ,1e%).
Daraus geht hervor:
(23) e M) @(uy + f 1189, Le®) = P @(uy - 167, Le®),

wo b;a eine bestimmte von den Indices a, b abhéngige Zahl bedeutet, dargestellt durch:

(24) bia=Y |-ehos+ea (85 + 8L - 84)].

o

Man erkennt nun leicht, dass es auf mannichfache Weise moglich sein wird, 2p pri-
mitive Indices auszuwihlen, durch deren simmtliche Combinationen alle 4P Indices, mit
Ausnahme des Index 0, dargestellt werden konnen. Am einfachsten bietet sich zunéchst
dasjenige System dar, welches den primitiven Perioden entspricht. Wir bezeichnen durch
den Index aq diejenige Charakteristik, in der simmtliche Grossen €, €, - - € gleich Null
sind, und ebenso alle Grossen 0y, 0, - - 8, mit Ausnahme von Jy; ebenso durch by, diejenige
Charakteristik, in der £, = 1, alle iibrigen Grossen 01, - - Op, €1,& - - € aber gleich Null
sind. Es ist dann klar, dass durch die Combinationen dieser 2p Indices der Index O nicht,
dagegen alle iibrigen Indices, und zwar nur auf eine Weise, dargestellt werden konnen. Zur
Vereinfachung fithren wir ausser diesen 2p primitiven noch die zusammengesetzten Indices
ein:

arby =c1, axby=cy---apbp =cp.

Es sei nun m ein beliebiger Index, und zunichst dargestellt durch eine Combination der
primitiven aj - -ap,by - -bp. Wenn in diesem Ausdruck a; und by oder a; und by, u. s. f.
gleichzeitig vorkommen, so ersetzen wir diese Paare durch c1, ¢, u. s. f. Dadurch erhalten
wir einen Ausdruck, der aus hochstens p Gliedern besteht, und das Kriterium, ob m ein
grader oder ungrader Index ist, ist offenbar folgendes: m ist grade, wenn die Anzahl der in
dem reducirten Ausdruck von m vorkommenden Gréssen ¢ eine grade, und ungrade, wenn
diese Anzahl ungrade ist. So ist z. B. der Index a;b1by = c1b, ungrade, a;bscyc3 dagegen
grade. Wir suchen jetzt eine andere Bezeichnungsweise, bei der die graden und ungraden
Indices in gesonderten Gruppen auftreten.

Wir nehmen zuerst an, es sei p eine ungrade Zahl, und definiren das folgende System
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von 2p + 1 Indices:

o1 =aicpc3 «..o.... Cp+1 B|:b162C3 ... Cptl

2 2

Oh=a3Cc3¢C4 «...... Cp+3 [32 :bzc3 ..... Cp+3

2 2

(25) Olpi1 = Api1 Cp:3 Cpss ~-Cp  PBort = bpr1Cpi3 -+ Cp
2 2 2 2 2 2

(XLH = Ap+3Cp+5 v v v v .. C1 Bp+% bLHCLJrS C1
2 2 2 2 2 2

Op =apCicy....... co-t Bp=bpcica...com

Verstehen wir unter ¢, 3 dasselbe wie ¢, so ist allgemein:
X = Q. Co1CA+2CA43 " Cp o)
Br=bicrtica2caiz e (A=1,2--p)

'}/:C1C2C3 ............ cp_lcp'
Diese 2p + 1 Indices sind hier dargestellt in der reducirten Form. Man erkennt daher sofort,

dass y ungrade ist; ¢y, und f3; sind grade oder ungrade, je nachdem P— eine grade oder

ungrade Zahl ist; d. h. grade, wenn p = 1 mod 4, ungrade, wenn p = 3 mod 4.
Wir bilden jetzt die Combinationen dieser Grossen. Combiniren wir zunéchst ¥ und
o, so heben sich die in beiden Indices vorkommenden Grossen ¢y 1, ¢y 1o - Cppe-t auf,
2

c; verbindet sich mit a) zu b, . Der reducirte Index Yy, enthilt also p Grossen c.

Dasselbe gilt von yf3; . Mithin sind auch ya; und y8; grade, wenn p = 1 mod 4, ungrade,
wenn p = 3 mod 4.

Wir combiniren jetzt zwei verschiedene der Grossen a1, 0 - - G, PB1, B2 - - Bp. Zunichst
ist offenbar o ) = c; ungrade, und ya, B; grade. Setzen wir jetzt

Q) =a, CA+1CA+2 = c/’L_‘_PT*U
Oy =daycyyicCusn - Cpppozt-
Es soll A < u sein; @, soll sowohl ay als b, , ay, sowohl ay als by, bedeuten koénnen. Es sei

A=u+vmodp.

Wir konnen annehmen, dass v eine Zahl der Reihe 1, 2-- p

ist (andernfalls vertauschen
wir A und p). Dann ist

&‘u — a”Cu+l C/J+2 . 'C'u_‘_pT4,

a,quv =Aau+vCutv+1- 'C#+V+p7_]'
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Da die Zahl u + v in der Reihe g +1--u+ 2
in

vorkommt, so kénnen wir &, zerlegen

Oy = (au Cu+1- 'C,u,+v—1> (Cu+v Cutv+1- 'C‘H%) )
Oy In:
Optv = (a”+v Cptvtl: 'Cu+”%> ' (CM"T“ ' 'Cu+V+”%‘> '
Wir erhalten also, da sich @, v mit ¢y zu EMV erginzt:
Oy Oy = aubutv ey Cutv—1 Cuqotl = Cppyqrt

Dieser Index ist in seiner reducirten Form, und enthilt 2v — 1 Grossen c¢. Es ist also
Oy Oy ungrade. Bildet man endlich Y&, &y v, so heben sich diese 2v — 1 Grossen ¢

fort, und cy, cy4v erginzen sich mit @y, by v zu by ayy. Der reducirte Ausdruck von
Y0y Oy 1y enthilt also p — (2v — 1) — 2 Grossen ¢; mithin ist Yo, 04y ein grader Index.

Bezeichnen wir jetzt die Indices o, 0 - - 0, B1, B2 - - Bp in irgend einer Reihenfolge
durch my, my - -myp, und y durch m, so ist, wie wir bewiesen haben:

m ungrade. m,,mj ungrade. mm,m) grade
(s <A).
m,, und mm,, grade fiir p = 1 mod 4,
ungrade fiir p = 3 mod 4.
my, my - -myp ist, wie aus (24) hervorgeht, ein vollstindiges System primitiver Indices, und
m=mimy--myp.
Wir bezeichnen nun in dem ersten Fall p = 1 mod 4
m, my, my--map
in irgend einer Reihenfolge durch die Zahlen:
1,2,3--2p+1
und setzen ausserdem m = €. Dann ist

€ ungrade,
exgrade (»x=1,2-2p+1),
e€xA grade (»c,A =1,2--2p+1; xS Q).



Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 17

In dem zweiten Falle p = 3 mod 4 bezeichnen wir ebenfalls die Indices
m, my, my--mpp

durch die Zahlen
1,2,3--2p+1,

setzen aber € = 0. Dann ist

€ grade,
exungrade (»x=1,2--2p+1),
€xA ungrade (s,A =1,2--2p+1; xS A).

Nehmen wir jetzt an, dass p eine grade Zahl ist; dann setzen wir p = p’ + 1 und bilden
aus ay, az--ap', by, by - - by die Grossen m, my, my - - myp. Wir haben jetzt wieder die Fille
zu unterscheiden: p =2 mod 4, und p = 0 mod 4; oder p’ = 1 mod 4 und p’ = 3 mod 4.

Im ersten Falle p = 2 mod 4 bezeichnen wir mit

1,2,3--2p+1

die Indices
my, my--mpp;  Mmap,mbp,mcp,

und setzen ausserdem
Cp = €.

Dann ist € ungrade. €« ist ebenfalls ungrade fiir x =1,2--2p + 1. Denn da m,, grade
ist, und weder ap, noch by, noch ¢, enthilt, so ist cpm,, ungrade; ferner, da m ungrade ist,
und ap, bp, cp nicht enthilt, so ist auch cymap, = mbp, cpmbp = map, cpmecp = m ungrade.
Ferner ist £¢A stets grade. Denn da m,.m, ungrade ist, so ist cpm,.m;, grade; da mm,, grade
ist, so sind auch cpmapm,, = bymm,,, combpym,, = apmm,,, und cpmcpm,, = mm;,, grade.
Endlich ist comapymby =0, comapmep = bp, cpmbpmcp = ap; also auch diese Indices sind
grade. Demnach ist fiir diesen Fall:

€ ungrade,
exungrade (»x=1,2--2p+1),
exA grade (s3c,A =1,2--2p+1; xS A).

Es bleibt noch der Fall iibrig: p = 0 oder p’ = 3 mod 4. In diesem setzen wir € = 0, und
bezeichnen mit 1,2 --2p + 1 die Indices:

CpM, CpMy, CpMy -+ CpMaprs dp, bp.
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Diese sind simmitlich grade, da m, m - -myp ungrade sind. Die Combinationen je zweier
verschiedenen sind aber ungrade. Denn erstens ist offenbar apbp, = cp ungrade. Wenn wir
zweitens ap und b, mit den iibrigen combiniren, so erhalten wir

bpom, bpm; etc.; apm, apm etc.

Diese sind ungrade, da m,m; etc. ungerade sind. Combiniren wir drittens die Grossen
cpm, cpmy - - cpmyp unter einander, so erhalten wir:

mmj, mmy, etc. mimy, mimsz, mpms - -

Dass diese ungrade sind, haben wir schon bei Erorterung des Falles p = 3 mod 4 gesehen.
Wir erhalten also:

€ grade,
exgrade (,x=1,2--2p+1),
exA ungrade (3, A =1,2--2p+ ;xS Q).
Wir bezeichnen jetzt, wenn n ein beliebiger Index ist, mit [n] eine Grosse, welche = 0 oder

1 ist, je nachdem n ein grader oder ungrader Index ist. Diese Grosse wird dargestellt durch

die Summe:
p

[n] = Z (€4,64) mod 2.

o=1
Es handelt sich jetzt darum, wenn a ein Index ist, der durch eine bestimmte Anzahl k£ von
einander verschiedener Indices der Reihe 1, 2 - - 2p + 1 ausgedriickt ist, den Werth von [€a]
zu finden. Hierzu ist ein Hiilfssatz nothig.
Es seien [, m, n drei beliebige Indices; dann ist

p
tmn] = Y [ef)‘m”‘&ém”} mod 2,

a=1
oder, da
ghmn =gl 4+ M1 " mod 2,
Slmn = §!, 4 8 4- 87 mod 2,

[imn] = f ng+eg;+s") (5g+531+53)]

a=1
Diese Summe kann in folgender Weise geschrieben werden:
p
Y (et +en) (8 +80)+ (en+el) (Su+6k)+ (ch+en) (dh+82)]
a=1
p
- Y |eh sl +ewsy +ensy .

a=1
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Mithin ist
[Imn] = [mn] + [nl] + [Im] + [I] 4+ [m] + [n] mod 2.
Es sei nun a ein Index, der durch eine Combination von k verschiedenen Indices der
Reihe 1,2--2p + 1 entsteht. Zwei dieser in a vorkommenden Indices seien s, A; dann ist

a = »Ad', wo a’ zwei Indices weniger enthilt. Es ist nun, wenn man in der letzten Formel
l=¢d ,m=sx,n=A setzt:

[ed' A ] = [ed 5| + [ed' A] + [sA] + [ed'] + 5]+ [A].
Gleichzeitig ist aber
[€2A] = [e5¢] + [€A] + [3A] + [€] + [»] + [A].
Mithin
[ed'cA] = [ed 5| + [ed' A] + [ed'] + [e3A] + [e3¢] + [€A] + [g].
Nun ist in allen vier Fillen €A grade, wenn € ungrade ist, und umgekehrt; ferner €¢, €A
gleichzeitig grade oder ungrade; daher ist

(€A + [€3] + [€A] + [€] = 1 mod 2;

mithin

led' 2] = [ed | + [ed A] + [ed'] + 1.
Wenn wir nun bewiesen haben, dass fiir alle Combinationen ¢’ von der Ordnung k — 2, [€d/]
denselben Werth hat, und dass dasselbe gilt fiir alle Combinationen a’s, a’A etc. von der
Ordnung k — 1, so geht aus dieser Formel hervor, dass auch fiir alle Combinationen a von

der Ordnung k [ea] denselben Werth hat; und zwar ist dieser Werth entgegengesetzt dem
von [ed’]. Es hat also, wenn s, A, i, v etc. irgend welche verschiedene Indices der Reihe

1,2,--2p+1

sind, [exAu] den entgegengesetzten Werth von [ex],[exA V] den entgegengesetzten
Werth von [€xA] und denselben wie [€], u. s. f. Mit Hiilfe dieses Resultats ergiebt nun
die Betrachtung der vier verschiedenen Fille, dass €a ein grader Index ist, wenn a durch
eine Combination von p oder p + 1 verschiedenen primitiven Indices entsteht. Daraus
geht sofort hervor, dass €a ein grader Index ist, wenn die Anzahl k der Glieder, aus de-
nen a besteht, = p oder = p + 1 mod 4 ist, dagegen ein ungrader, wenn k = p — 1 oder
= p +2 mod 4 ist. Somit ist folgender Satz bewiesen:

II.  Esist moglich, ein System primitiver Indices

1,2,3--2p+1
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und einen ausgezeichneten € so zu wdhlen, dass €a ein grader Index ist, wenn die Anzahl
der primitiven Indices, aus denen a zusammengesetzt ist, = p oder = p + 1 mod 4 ist,
dagegen ein ungrader, wenn diese Anzahl = p +2 oder = p — 1 mod 4 ist.

Durch die Combination aller primitiven Indices geht, wie alle vier Fille zeigen, der In-
dex 0 hervor. Demnach kann jeder Index auf zweifache Weise in der Form €a dargestellt
werden: m = €a, und m = €d’. In a und ' zusammen sind dann alle 2p + 1 Indices enthal-
ten; daher enthilt die eine Combination stets weniger als p + 1, die andere stets mehr als p
Glieder, die eine Combination eine grade Anzahl, die andere eine ungrade.

§5.
Wir wihlen fiir p = 3 ein System primitiver Indices
1,2,3..7

in der Art, wie im vorigen § angegeben wurde, indem wir € = 0 annehmen (diese Indices
bezeichnen wir zum Unterschiede von den allgemeinen durch griechische Buchstaben). Es
lassen sich dann alle 64 Indices durch die 64 Combinationen 0, s, »A, »Au darstellen,
und zwar sind durch die 28 Combinationen s und »A die ungraden, durch die 36 Com-
binationen 0 und »Au die graden dargestellt. Indessen kann auch jeder Index durch eine
hohere Combination ausgedriickt werden; es ist nimlich, wenn

%7l7uﬂa7ﬁ7)/76
die Indices 1, 2 --7 in irgend einer Reihenfolge bedeuten:
0=sxAuafyd, x=Apafyd, »A =uafysd, »Au=afyd.

Es seien jetzt u, u’, u” drei unabhingige Verinderliche, v, v/, v/ und w, w/, w’ zwei
constante Werthsysteme derselben, und k, /, m drei beliebige Indices. Alsdann erhalten wir,
wenn wir in dem Ausdruck

O(u+v,u +v,u"+v"; 1% Lek) @ (u—v, o/ -/, u” —v"; 1'% 1)

a=20,1,2--7 setzen, 8 Theta-Functionen zweiten Grades mit der Charakteristik (%5"1 ,
%ekl). Eine ebensolche Function ist

® (u—f—w, W +wu +w'; é6km % fem ) ® (u —wu —w, " —w"; %51’", %81m> .

Zwischen diesen 2P + 1 Ausdriicken muss, dem Satz (I.) zufolge, eine lineare homogene
Gleichung bestehen:

/e <u+w--- ;%3"’”,%8"’”) ®<u—w--- ;%61m’%81m>)

Z [ <u+v - Leke eka> @(u—v---;%ya,%sla)],

0=
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deren Coefficienten f, fo, f1 -+ f7 von u, u’, u” unabhiingig sind. Um diese zu bestimmen,
verfahren wir so:

Es sei B irgend einer der Indices 0, 1,2 --7. Wir vermehren dann die Variabeln um
dasjenige halbe Periodensystem, welches zu dem Index /8 gehort. Multipliciren wir dann
noch die gefundene Gleichung mit dem Factor

210w )IB

Y

so ergiebt sich, vermoge Formel (23):

.lﬁ;km+lﬁ;lmf®(u+w__; %6klm,3, %eklmﬁ)G(u_w_ . %&nﬁj %gmﬁ>
7
Z lﬁ ka+I1B; laf (u_|_v_.; %Sklaﬁ,%sklaﬁ)(@(u—v--; %5O‘B; %gaﬁ)]‘

Jetzt setzen wir u = v, ' =V, u” ="; dann verwandelt sich die rechte Seite dieser Glei-
chung in:

Zo[llﬁ ska+1pB; laf @(2\/ 2/ 2\/// 15kloc[37 nglaﬁ)®(0 0,0; 15a/3, 2805[3)].
o=
Es ist aber a3 ein ungrader Index, wenn nicht o = 3 ist; daher:

0, wenn o < 3,

©(0,0,0; 1598 1eoBy =
( 2 2€7) ©(0,0,0;0,0) wenn a = 3.

Wir erhalten daher, wenn wir die Constante
©(0,0,0;0,0) mit co
bezeichnen:

ilﬁ;km—Hﬁ;lm—lﬁ;kﬁ—lﬁ;lﬁf®(v+W 15klmﬁ’ 28klmﬁ>®(v_ . lémﬁ, 5€ ﬁ)
=fco®(2v, 20/, 2v"; 18 Let).

Hierdurch sind die Coefficienten bestimmt, und es ergiebt sich die Gleichung:

(26) co®(2v--; 188 LeMyO(u+w--; 18,
7
Z kalama]®v_*_w._;%aklma’%eklma)(a(u_w_‘;%ama7%8ma)
oa=0

gkm) @(u W %51m7 %glm)

=
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WO
k,l,m|=1Lkm+1Im—1k—1;1

ist. Es ist nun zufolge (24):

likm=Y"
Liim=Y
Lk=Y
L1=Y

[ 5km + gklm(al 5km . 5klm)]7
[ 61m +em 61 61m . am)],
[—¢ 5’<+e’<l &' +8 8",
[—€'8'].

Daraus ergiebt sich:

(27) [k, 1,m] =Y [ (—8"" — 6" 4 6%+ §') + €M (8" + 8 — 8K
(8! + 8 —5m) — e (8! + 85— 8M)).

In diesem Ausdruck ist jedes € mit einer graden Zahl multiplicirt. Da wir nun [k, [, m]
nur modulo 4 zu betrachten haben, so konnen wir &/, e/ e™ ekl ersetzen durch andere
Werthe, die ithnen modulo 2 congruent sind.

Wir denken uns die drei Indices k,/,m dargestellt durch Combinationen von einander
verschiedener primitiver Indices:

(28) k=, =My, m=uy- -,

und zwar wihlen wir, da dies auf zweifache Weise geschehen kann, stets diejenige Darstel-
lung, die aus einer graden Anzahl von Gliedern besteht. Es sei nun n der Complex derjeni-
gen primitiven Indices, die in allen drei Ausdriicken von k, [, m gleichzeitig enthalten sind.
Alsdann koénnen wir setzen:

k=nk', l=nl', m=nm';

und es giebt jetzt keinen primitiven Index, der in K/, I’, m’ gleichzeitig enthalten wiire. Es
sei ferner p der Complex derjenigen Indices, die in I’ und m’ gleichzeitig enthalten sind; g
derer, die in m’ und K/, r derjenigen, die in k' und I’ gleichzeitig vorkommen. Dadurch dass
wir diese absondern, zerféllt jeder der drei Ausdriicke (28) in vier Theile

(29) k=nqgrs, | =nrpt, m=npqu.

n, p, q, r, s, t, u sind dann sieben verschiedene Complexe, und so beschaffen, dass ein
primitiver Index, der in einem derselben vorkommt, in keinem der {ibrigen enthalten ist.
Wenn wir jetzt die Indices k, [, m zusammensetzen, so erhalten wir:

(30) Im = grtu, mk=rpus, kl= pgst, kim=nstu.
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Diese Indices sind hierdurch gleichfalls dargestellt als Combinationen von einander ver-
schiedener primitiver Indices, und zwar miissen diese Darstellungen, da immer eine grade
Anzahl von Gliedern fortgefallen ist, wiederum jede aus einer graden Anzahl von Gliedern
bestehen. Wir fiihren jetzt folgende Definition ein:

Es sei k ein beliebiger Index. Diesen stellen wir dar durch eine grade Anzahl von einan-
der verschiedener primitiver Indices (was nur auf eine Weise mdglich ist), und bezeichnen
durch o* die Summe:

of =& + &7 + etc,,

ausgedehnt iiber alle Indices s, 71, etc., die in dem Ausdruck von & enthalten sind. Da nun
offenbar 6% = € mod 2, so kénnen wir in dem Ausdruck (27) die Grossen € durch diese
o ersetzen. Indem wir dann diejenigen Glieder zusammenfassen, die mit derselben Grosse
0 multiplicirt sind, erhalten wir:

(31 k,1,m) =Y [-8(c" — o) - &' (6" — 6’ — 6" — ™) — 5" 6™
+51m(6m _ Gl) + 5km(6klm . O'l) + aklo.kl _ 6klm6klm] mod 4.

Da nun die in / enthaltenen primitiven Indices in vier Gruppen n, r, p, t zerfallen, so zerfillt
die iiber diese Indices ausgedehnte Summe in vier Partialsummen, die diesen Gruppen
entsprechen: N, R, P, T. Es ist also

o =P+Q+S+T,

6! =N+R+P+T.
Folglich

o —6'=0+S—N—-R.

Da aber
0+S+N+R=oc"

ist, so folgt:
ol — ol =6k —2(N+R).

Nun ist aber
N+R=¢€e"4+¢€ =¢€" mod 2;

mithin ergiebt sich:

ol — ¢! = 6% + 26" mod 4.

Auf dieselbe Weise finden wir:
ol — ! — KM _ 6™ = GP 4+ 2¢"P"™ mod 4,
o™ — ol =" +2¢e" mod 4,

oklm _ gl = g*™m 1 2¢"P mod 4.
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Setzen wir diese vier Ausdriicke in die Gleichung (31) ein, so zerfillt der Ausdruck auf der
rechten Seite in zwei Theile:

(32) [k, £,m] = [(kL,m)] +2(k,I,m) mod 4,
von denen der erste

[(k,l,m)] _ Z [_3k6k_ 510.1 —&Mo™ + 61m61m+6mk6mk+5klo.kl _ 6klmo.klm

ist, wihrend
(k,l,m) = Z [enrak +grpiugl 4 grighm 4 8rp6km] .

In dem ersten Ausdruck fithren wir die Bezeichnung ein:

(33) y [5kok] — (k).
Dann ist
(34) [(k,l,m)] = —(k) — (1) — (m) + (Im) + (mk) + (Ik) — (klm).

Den zweiten Ausdruck brauchen wir nur modulo 2 zu betrachten. Wir konnen deshalb
8km ersetzen durch 8% + 6™, '™ durch 6’ + 8™. So erhalten wir:

(k,l,m) =Y [(s"r FeP) Sk 4 (e 4 e) S 4 (e 4 erp)sm] mod 2.
Nun ist
eV el = (c:np7 erptu _I_grt = gpu7 et e = P! mod 2.
Folglich:
(kL) = X [e08 + e+ e8] moa 2.
Wir setzen jetzt
np=K, ng=L, nr=M.

Dann bedeutet K den grossten gemeinsamen Theiler der Ausdriicke von / und m, L von m
und k, M von k und /. Es ist dann

pu=_Lm, pt=IM,

mithin
(k,1,m) =Y [eX6" + &'+ "' 8™ mod 2.

Wir fiihren auch hier eine abkiirzende Bezeichnung ein, die in der Folge beibehalten
werden wird. Es seien a, b zwei beliebige Indices; dann setzen wir:

(35) Y (6" =a| b mod 2.
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Dieses Zeichen ist also nur modulo 2 definirt. Danach ist:
(36) (k,l,m)=K | k+Lm|l+MIl|mmod 2.

Wir haben somit gefunden:
i (ko) i~ (la) i~ (ma) i (klmar)

l'—(kl) i—(km) l'—(lm)

(37) i[ka,la,ma} _ (_1)(ka,la,ma)‘

Diesen Ausdruck fiithren wir in die Gleichung (26) ein, setzen aber vorher folgende Defini-
tion fest: Es sei o ein beliebiger Index; dann bezeichnen wir mit @ (u, u’, u"") o, die Function

(38) i~ (@ O(u, v, u”, %5“, %8“) =0O(u, ', u")q.

Alsdann nimmt diese Gleichung folgende Form an:

(39) co®2v- ) Ou+w: ) O —w-- )i

;
= ZO[(—n(k“vl%ma) OW+W- )iima OV =W+ g O+ )i O —v--)1q].

Dies ist das Additionstheorem der Theta-Functionen in einer sehr allgemeinen Fassung.
Um das Vorzeichen (—1) (kotlot,mar) figp irgend eine besondere Wahl der Indices k, [, m zu be-
stimmen, hat man folgendermassen zu verfahren: Es sind ko, /o, ma auszudriicken durch
die primitiven Indices, und zwar ist jedesmal diejenige der beiden Darstellungen zu wih-
len, die eine grade Anzahl von Gliedern enthilt. Alsdann sind von diesen Darstellungen die
grossten gemeinsamen Theiler K von [, ma, L von mat, koo, M von ko, loe abzusondern;
dann ist

(40) (_1)(ka,la,ma) _ (_1)K\ka+Lma\la+Mla\ma.

Aus der Definition des Zeichens a | b (Gl. (35)) geht hervor:

Da

e’ +e°=¢e" mod 2,
SO ist
(41) bcla=bla+c]a.
Ferner, da

8 + 6 = 6% mod 2,
SO ist

(42) albc=alb+alc.
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Endlich ist a | @ = 0 oder 1, je nachdem a ein grader oder ungrader Index ist. Aus den
Eigenschaften (41) und (42) folgt:

ab|ab=ab|a+ab|b,
abla = ala+ b|a,
ab|b = a|b+ b|b.
Mithin:
ablab+ala+b|b=a|b+b)|a.

Daraus ergiebt sich, dass
alb=b|a

ist, wenn von den drei Indices a, b, ab alle oder nur einer grade ist; dagegen
alb=1+b|a,

wenn unter den Indices a,b,ab nur zwei oder gar kein grader vorhanden ist. Ferner lehren
diese Congruenzen, dass sich schliesslich (—1)*®!®m®) in ein Product der Zeichen

(_1)%|),

auflosen lassen muss, wo s und A Indices der Reihe 1,2 --2p + 1 sind. Diese geniigen, da
2, A, und »A ungrade Indices sind, den Bedingungen:

(43) (1) =1,
(44) ()P =—(=D" (s A).

Wegen dieser Eigenschaft dienen diese Vorzeichen im Wesentlichen dazu, alternirende
Functionen mehrerer Indices in symmetrische zu verwandeln.

§ 6.

Es sei a irgend ein grader Index; dann bezeichnen wir mit ¢, den Werth, den die Func-
tion O(u, u’, u"), annimmt, wenn die drei Variabeln gleich Null gesetzt werden. Es giebt
also 36 Constanten c,; die eine (schon friither definirte) cog und die 35 c,,), i Wir setzen

Cxlu
o

45) =€Au-

Es sei jetzt a ein ungrader Index; dann fingt die Entwickelung der Function ®(u, i/,
u’"), nach aufsteigenden Dimensionen der Variabeln an mit einer linearen Function:

(46) u, =Agqu+ B +Cuu”.
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Es giebt 28 ungrade Indices, die 7 primitiven sz, und die 21 zusammengesetzten »A; da-
her haben wir auch 28 solche lineare Functionen u,, und u,, ;. Es sind jetzt die Relationen
aufzustellen, welche zwischen diesen Constanten e, s A, B,,C,.; A, B, C,) be-
stehen; hierbei wird sich eine Darstellung dieser Grossen durch eine Anzahl von einander
unabhingiger Parameter ergeben.

Wir setzen in der Gleichung (39) die sechs Constanten v, v/, v/, w, w/, w” = 0; bezeich-
nen wir dann die Function O (u, v/, u”),, kurz durch @,,, so erhalten wir:

(47) c0Ckl O Opy = Z [ ka lamat) CkimaCma Oka ®la]~

Setzen wir hier noch u, u’, u” = 0, so erhalten wir die Gleichung zwischen den Parametern:

koc Jo,mor)
(48) COCKICkmClm = Z[ M) € ClaCmaChimal -

Wir setzen jetzt in der ersten dieser Gleichungen:
k=Au, 1=0, m=sxu,

wo s, A, i drei verschiedene primitive Indices bedeuten. Alsdann ist k/ ein ungrader Index;
die linke Seite der Gleichung (47) verschwindet demnach, und wir erhalten:

7
Z [<_1)(xua,a,%ua)c%/wc%ua@Mm O] = 0.

a=0

Ausserdem verschwinden diejenigen Terme der Summe, welche sich auf die Indices 0, s,
A, 1 beziehen. Die Summe ist also auszudehnen iiber die 4 Indices der Reihe 1,2--7,
welche von s, A, u verschieden. Diese seien: @, 3, ¥, 8. Um nun K, L, M zu bestimmen,
haben wir Ay o zu ersetzen durch Y3, o durch »AuBysS, »po durch ABy5. Der ge-
meinsame Theiler von A uByd und AByd ist AByd, der gemeinsame Theiler von A yd
und »>fBy6 ist fyd, von »Byd und A uBys, »ByS. Wir bekommen also:

K=AByd =»ua, L=PByd=x»Auco, M=3xByd=Auc.
Daher ist

(Auo,a,zua) =K | Apa+Lxpa | a+Ma | »uo
=xpa|Apo+A | a+Au | xpa.

Nun ist
AU | xpo=1+»pa|Apu,
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da von den drei Indices scpa, Au, »A o einer ungrade ist; ferner:
o | A+ o | Ao = e o,
und
wua|o+A|a=xAuo|a.

Daher ist
(Aupo, o, xcpa) =1+ xAuo | a.

Wir erhalten also:

(49) Z [(—1)%1'11“‘066'%1056'%#06G)Aua@a] =0.
o.B,7,6

Wenn wir das Product 0, ,,0 nach aufsteigenden Dimensionen der Variabeln entwic-
keln, so ist das Anfangsglied: ¢} quq; daher muss zwischen den vier linearen Functionen
Ug, Ug, Uy, ug die Gleichung bestehen:

Z [(_1)”’1“0“0‘5%/1050%#06‘11#05”0!} =0.
a.B.y.6

Exdp
3 b
€

Diese Gleichung multipliciren wir mit dann ergiebt sich:

Auo|o
Z [(_1)% u | e%}taekﬂaelﬂae%luua] :0.
a,B,y,6

Nun ist e, g€pna€iua iy €in in Bezug auf die Indices », 4, u, & symmetrischer Aus-
druck, den wir deshalb durch Eg,s bezeichnen kdnnen. Ferner ist scAproc = B8, »Aup =
Yoo u. s. f.; es ist also

(_1>ﬁ75‘aEB76ua+ (_l)yéa‘ﬁEyﬁa“B
+(—1)6aﬁ|yE5aﬁuy+ (—1)aﬁy‘8EaByu5 =0.

Diese Gleichung gilt fiir willkiirliche Werthe von u, «’, u”. Wir bestimmen diese so, dass
uy und ug verschwindet; dann ist:

As Bs Cs| |As Bs Cs
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Nun ist
(~1)PPole — (Pl gyrdler - (—qPle(pel,
(_1)7504[3 = (=1)%B(—1)1dlP = _(_l)ﬁla(_l)ﬁl}@

Folglich erhalten wir:

Aa Ba Ca Aﬁ Bﬁ’ CB
As Bs Cs As Bs Cs
Wir setzen nun:
Aqg By Cq
(50) (—1)HM3 A, By Cy| = Fyye.
As Bs Cs

Dieser Ausdruck ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices «, ¥, §; denn das der Deter-
minante vorangesetzte Zeichen verwandelt seinen Werth in den entgegengesetzten, wenn
zwei der Indices «, ¥, 0 mit einander vertauscht werden. Es ergiebt sich dann:

an5 . E/S‘y6
Fayﬁ Fﬁyﬁ

Hieraus ist klar, dass dieser Quotient eine von jeder Vertauschung der Indices unabhingige
Grosse r ist. Mithin erhalten wir:

(51) CaBy€BysCysalsap = rEou-

Hiermit ist ein System von 35 Gleichungen gegeben, aus welchem sich die Grossen e
bestimmen lassen. Zu diesem Zweck fiihren wir eine Reihe von Bezeichnungen ein:

(52) H(F%ka) =F,, H<meﬁ) =F, H(Faﬁy) =F

Das erste Product soll erstreckt sein iiber alle 5 dreigliedrigen Indices, welche sc und A
enthalten, das zweite iiber alle 15, welche s enthalten, das letzte {iber alle 35 tiberhaupt. In
derselben Weise definiren wir:

(53) (e, pa) =€, H(@zaﬁ) = €5, H(eaﬁy) =e.

Setzt man in die Formeln (52) die Werthe der Grossen F,; , nach (51) ein, so ergiebt
sich:

22 &
(54) rF,, = 5 ”21, rF, = — rPF = e,
ese; e,
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Ferner ist, wie man leicht erkennt:

ee}de%“e,w
(55) ——— = €qByeBys€ysafsup-
e%eleue%,w
Folglich
ee%,le%ue;m
(56) A=
re%e,leﬂ %l,U«

Durch die Formeln (54) ist e, e,,, e, , durch (56) alsdann e, 3 ,, bestimmt.

§17.
Um weitere Relationen unter den Moduln zu erhalten, setzen wir in der Gleichung (48):
k=xA, l=uv, m=sxup,
wo s, A, i, v, p funf Zahlen der Reihe 1, 2.. 7 bedeuten. Unter dieser Voraussetzung geht
dieselbe iiber in folgende:

7

COCAuvCpAuCpsev = Z [(_1)
a=0

Ao,Uvao, a
(eh o pvorseitp )C%Aacuvacpuuacplva]-

Hier verschwinden alle Glieder, die sich auf o« = 0, ¢, A, u, v, p beziehen; es bleiben also
nur die beiden Terme stehen, die sich auf die beiden iibrigen primitiven Indices beziehen,
welche wir mit @ und 8 bezeichnen wollen. Es ist dann

(seha, uva, =upo) = (uvpp, »AppB, »upa).

Hier ergiebt sich:

K=xp, L =up, M =pp,
Lm=xa, Ml=Bpuva = xA.

Daher ist
(sda, uvo, xupa) = »p | xAo+ 0 | pvo+ A | cupa.
Fiir »cp | A o kbnnen wir setzen:
1+ 2Aa | 5p,

fir A | sepupa:
A | ap+ A | xp,
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daher fiir >p | xAoc+ #A | epupa:

1+ 24 |oau+alxp.

Ferner ist

xa | uva = xo | an+ xo | v;
folglich ist

(sho, uver, xupa) =1+ oA |op+xa | v+o | xp.
Nun ist
l+ad|op=0d |Au=A|Au+al|ipu,

% |V=sx|v+a]v.

Folglich
l+od|au+xo|v+o|xp=A|Au+x|v+o]|xiuvp.
Es ist aber
»Auvp = apf;

daher:

(sedo, pver, sepipo) = A [ A+ |v+a|af
= |B+x|vrA|p.

Das andere Zeichen (»AB, uvf, »upfB) ergiebt sich aus diesem durch Vertauschung von
ot und fB. Da nun (—1)%B8 = —(—1)Bl* jst, so folgt:

(_1)a|[3+%\v+l|u (C

CoCpaBCpxvCpru = oA CoptvCBseuCpAY — Cﬁ%lcﬁpvca%ucalv)a

daher:

(_1)a|B+%|v+l|p, (e

(57) €paflpxvepiy = axA€auvepu€Brv — eﬁ%leﬁ,uvea%llca/lv)-

Es ist nun

"Fosd = €ppueppvepuvepuv:
rFocuv = €pBxCpBACPxAEBxAs
rFg, . = eparepaveprvealvs

rFﬁlv — epa%epauep%uea%u.
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In diesen vier Ausdriicken kommen alle Grossen vor, die in dem Product e, enthalten sind,
mit Ausnahme von €pafs €psevs €pip- Demnach ist

€6, €8 uveasxul
4 BxA€Buveoasxu€olv
r Fa%AFaquﬁuuFBAv =¢€p
€papCpxvepiu
€050 €0Vl oy €
4 axA€ouveBicu€prv
rFg FguvFasaFory = €p -
€papCprxvepiu

Vermoge dieser beiden Formeln geht die Gleichung (57) iiber in folgende:

8 r4p = (Fovr FovFp enFiv = Fpoa FpuvFasnFany) (= D) P VAR,

Setzen wir hier fiir F,,; , Fouy etc. die in der Gleichung (50) angegebenen Werthe dieser
Grossen, so verwandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seite in eine ganze rationale
Function der Werthsysteme Ay, By, Ca; Ag, Bg, Cg+-Av, By, Cy. Fassen wir denselben auf
als Function eines dieser Werthsysteme, so stellt er eine ganze homogene Function zweiten
Grades dar, welche verschwindet, wenn Ay, By, Cy gleich einem der 5 anderen Systeme:
Ag, Bg,Cg--Ay, By, Cy gesetzt wird. Der Ausdruck muss daher dargestellt werden konnen
in der Form:

A(ZZX B(ZZX c% BoCoq CoAo AgBg
Aj Bg Cp BpCp CpAp ApBg
A2 B2 C2 B,C, C,A, A,B,

59 €
(59) A§ Bg c;l B,Cy CA, A;B,|’
A, B, Cp BuCy CuAy AuBy

A2 B, C2 B,C, CyA, A,B,

wo € einen Factor bedeutet, der offenbar nicht nur von Ay, By, Cy sondern auch von
Ag, Bg,Cg - Ay, By, Cy unabhiéngig ist. Die Vergleichung des Diagonalgliedes in dieser
Determinante mit dem entsprechenden Gliede in dem urspriinglichen Ausdruck zeigt, dass

(60) g = (—1)HBrAuV+BlAuvisdpy+Aluv-+ulv

ist. Dieses Vorzeichen verwandelt seinen Werth in den entgegengesetzten, wenn irgend
zwei der Indices a, 3, ¢, A, i, v mit einander vertauscht werden. Daraus folgt, dass der
Ausdruck (59) eine symmetrische Function dieser 6 Indices ist, die wir demnach durch G,
bezeichnen kdnnen, wo p den einzigen noch iibrig bleibenden primitiven Index bedeutet.
Wir erhalten also:

(— 1)V, 3 FouvFp oo Faay—Fpo Fpuy FosaFary) = Gp.,

— = 0Op

(61)
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§8.

Wir sind jetzt im Stande, die Constanten A,,, B,,, C,,, und die Moduln e, n durch eine

B% r
Anzahl unabhingiger Grossen auszudriicken. Wir wihlen hierfiir die Verhiltnisse —, —.

Ay A
Es werde gesetzt:

(62) A,=1l.a,, B,=1,b,, C,=I,c,,

/ 1
Ve =a,u+b,u +c,u",

sodass

Uy = l%v%

ist. Von diesen Grossen a,,, b,,, c,, kann stets eine willkiirlich gewihlt werden. Aber von
den iibrigen 14 Grossen konnen ausserdem noch 8 willkiirlich angenommen werden, da
nichts wesentliches geéindert wird, wenn wir die Variabeln u, /, u” einer linearen Trans-
formation unterwerfen. Haben wir also die Moduln dargestellt durch die 21 Constanten
a,, b, c,,sowerden wir die Anzahl dieser Parameter, sobald wir wollen, auf 6 reduciren
konnen. Indess gestalten sich die Resultate tibersichtlicher ohne solche besondere Annah-
men.

Wir denken uns in allen gefundenen Gleichungen die Werthe /,.a,,, 1,.b,., L, c,, fir
A, B,,, C,, eingesetzt. Die Functionen, welche wir erhalten, wenn wir in den Ausdriicken
von Fy .y, Fop, Eoe, F und G, simmtliche Grossen A,,, B,,, C,, ersetzen durch a,,, b,,, ¢,
bezeichnen wir durch f.) ;. f;.a, fo, f und gp. Ferner fithren wir zur Abkiirzung die beiden
Bezeichnungen ein:

(63) hiy---l; =1 und gig---g7=g
Es ist dann:
(64) F;{),[J = l%lklllf%luv

12

P

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt:

(66) F =113 5, F.=P10f, F=I1"f.
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Dadurch gehen die Gleichungen (54), (56) und (61) iiber in folgende:

6262 63
(67) PUMS fg =—2, PP =— PIPf=¢,
es.e; €,
ee}de%“e,w
68 =
(68) Erhy re%e,le“l%lllufmw’
—ep 2

In der letzten Gleichung setzen wir p =1, 2 - -7 und bilden das Product; dann ergiebt sich,
da offenbar eje; - -e7 = €3 ist:

(70) — &3 =812
Wir haben nun mit Hiilfe dieser Gleichungen die Grossen e, e, e, ,€,.,,/,1; auszu-

driicken durch die Constanten r, f,.3,, und g,.. Aus der letzten Formel in dem Gleichungs-
system (67) und aus (70) folgt zunichst:

4
an e=-1,
8
3
(72) Prl = f—4
8
Ferner aus (67) und (69):
3
(73) 2=t 1.,
8
rlg
(74) 1= .
S8 2(
Endlich, ebenfalls aus (67):
f
(75) )= g—zgigim.

Jetzt konnen wir den Modul e, selbst darstellen. Nach (68) ist:

2,2 2 )2

E e*el esuel,
. 2 21242
Hor2eleseq 2113 o
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Nun ist

8
er = fTO nach (71),
g

f3
ei)te%tueiu = g_ﬁgigigif%lf%uflu nach (75),

6
r2e%ekeul l;le r416g%gggu = —?g%gkgu

(nach (69) und (72)).
Daraus folgt:
2 fS g,lgufmlf%uf/lu
€ = T 8
8 exe)ey fmlu

Erhebt man diese Gleichung noch einmal zum Quadrat, so folgt, da nach (73)

9
e =T Lo fuglele]
ist:
. f &sasufaliufiy
€y = )
g Leafully
Nach (55) ist FEoft
f%}}if:;%i:: = faﬁyfﬁy6fy6af8aﬁ-
Ausserdem:
8 = 8x818u808p8v855
daher:

& f%)Lf%,uf/lufocﬁyfﬁyéfy&aféaﬁ
o 8a8p8Y8s i,
oder, wenn wir die Producte f.; , fiu, f2, auflosen:

4 N f%locf;dﬁf%)uyf%léf%uaf%,uﬁf%uyfz,qu/luocf/l,uﬁfluyfl,quaByfﬁyéfyéaféaﬁ
Cadp =

8a8p8v8s
Diese Formel konnen wir so darstellen:
TI(fn)
(76) e, = .
AR H(g oc)

Das Product im Zihler ist zu erstrecken iiber alle diejenigen graden Indices m, fiir wel-
che ms»Au ein ungrader Index ist; das Product I1(g) dagegen tiber alle von s, A, u ver-
schiedenen primitiven Indices.
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§9.
Es bleibt noch iibrig, die Anfangsglieder
U,y =Agu+B u +Cyu’
der 21 Functionen ®, ; zu bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir in der Gleichung (47):
k=sxA, m=sxuv, [=0,
wo s, A, I, v vier verschiedene primitive Indices bedeuten sollen. Es ist dann, da ¢j; = 0

1st,
7

Z [(— 1)(%&(17 a’%“va)czuvackuva 0,149l
a=0

Hier fallen fort die Glieder: s, A, u, v, es bleiben iibrig die vier: 0, a, 3, 7. Es ist nun
zunichst

(32,0, 3cuv) = (24,0, xBYA).
Hier ist offenbar K =0, L = A, M = 0, daher

(%A, 0, >2uv) =0 mod 2.
Ist dagegen o von 0, », A, i, v verschieden, so erhalten wir
(Ao, o, sepuva) = (UVBY, xAuvBy, »uva).
Hier ergiebt sich:

K=suv, L=pv, M=puvpy,
Lm=xa, Ml=uvByoa =x»A.

Es ist daher:
(Ao, o, scva) = UV | xAa+ 0 | o0+ %A | cpva.
Es ist aber

KUV | A0 = 2V | A + 220V | @,
A | xpuva = #A | seuv+ 214 | «,
2V | A + %A | v = 1 mod 2,

weil von den drei Indices > v, »A, AUV nur einer ungrade ist. Mithin:

(Ao, o, scuva) = 1+ x4 | oo+ »2uv | a+xo | a,
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dies ist

=14+By|c.
Demnach ergiebt sich folgende Gleichung:

Copuveruy @0, = (—1)P"N%g. 5.1 0,004

a7 va|B afly
+ (=) P eygscyqn @, Op + (1) Vegp,.capr O,y Oy

Wir verfahren mit dieser Gleichung ebenso, wie frither mit (49). Das Anfangsglied der
ungraden Function ®0,, , ist cou,,,, das Anfangsglied von @, ,®¢ ist ¢, quq oder
Cyaalove. Demnach ist

(_1)BY|0¢ eauleﬁyzeﬁy)tla y

Uyp = o
€xuveiuy
€81 CvosCval
(78) L (o 1yrelp B rentyadlp
€xuveiuy

€y50.€0B:CaBrl
+(—1)ep e 0BT,
€xuveruv

Hierdurch ist u,, linear dargestellt durch vg, vg, vy; wo @, B, ¥ drei beliebige von s,
A verschiedene Indices bedeuten. Wir suchen jetzt den Coefficienten

durch die unabhingigen Grossen a, b, ¢ auszudriicken. Nach Formel (51) und (64) ist

o rlal‘ulvfa”v

eﬁwzeﬁﬂ——eﬁ e
wAC Yy

rlalﬁlfyfaﬁry

W = v
Ve x

Daraus folgt:
o laluly eqspeusaevsa fauv

H = .
lply  epaepa  fapy

Wenn wir nun aus der Gleichung (68) die Werthe von e .3, €., ete. einsetzen, so wird

Cashlusd v _ e epeylplyeaseusevseaneunevaesatpsatyan
€32 Cysel r eqepevese)lolylyllyeg  eyepy ey foanfusafvse
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Es ist aber:
_ 2
ea%eu%ev%ex%eﬁ%ef}/% — e%,
2
€alCurlvr€xA€BALEYL = €) -
Folglich:
CaxCux€vyx€a)Culvi€sd eiei
- 2 2 2
€BxCyx  €BALEYA e%,leﬁ%e%,%eﬁleﬂ
und daher:
CoshCusd v _ € egeyese)lplyfp,afya
€B3ACyr r e%keaeuevlalulvl%l)te%;%eqzme%,lejzdfa%lfumlfvml

Da ferner

Cqlpeyese)eyey = e
ist, so konnen wir setzen:

2222
eBeye%e;L €[3€},€%€A

eqeyey - e3

Somit ergiebt sich:
222 2
1 eﬁeye%egfﬁ%lfymlfauv

) 2 2 2 :
re l%lle%leﬁ%672/;46[3/1ey}tfa%lf,u%lf\/%lfaﬁy

Es ist nun zufolge (73):

zufolge (75):

und nach (71):

Danach ist:

12
»  f
€A~ 20

2
n
gO

epeye o frf1r838783:83

4
2 2 2 2 f 4 4 4 4
B CrCBATL = o8 TS BrSy2.88878:8)

,

e = —F5.
g10

_ 8p8y8x8a TSy Lcfa Sgsenfyserfauv
r@2Ldy e, fosfrefpafmnfosafuatvafapy
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Diese Formel wird vereinfacht durch eine identische Relation, welche zwischen den Gros-
sen f besteht, und die leicht zu verificiren ist:

Jauv Iyt gya gLy S g SySfocho = F I8y S scS B SyseSya foc -

Aus dieser folgt:
Iptytechatpsartpatfouv  fiayfon

It atysSya SRyt

Dadurch wird:
_ 8B8Y8x8A FIpyfon

 18Ldres fpyal gyt By tnatantay
Losen wir jetzt die Producte fg, und f, ; auf, so ergiebt sich:

_ f&x8
= e 888y SBsASysr SByuSByv-
Wir setzen jetzt:
(79) Ser
rg*ldye,
(80) g = Lavia, = Lo (apu+bpu' +cpu”).

Dann ist v, bestimmt durch folgende Gleichung:

Vid = (_1)'Bymé’ﬁgyfﬁ%lfymlfﬁwfﬁyvva

81 + (_1)W‘ﬁgygafywlfamlfyaufyavvﬁ
+ (=) Pe08p furr f5 s faupuLapvVy-
Die Coefficienten dieser 21 linearen Functionen sind also ganze rationale Functionen

der Coefficienten von vy, vy, - v7. Der Factor [, ist, ebenso wie /;, und e, 3, die vierte
Waurzel eines solchen Ausdrucks; ndmlich

(82) l4 _ rlf%f/'tgigi
S TSN



40 Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln.

Zweiter Theil.

§1.

Nachdem wir durch die Aufstellung der Relationen zwischen den Moduln der Theta-
Functionen dazu gelangt sind, diese Moduln durch eine Anzahl unabhéngiger Grossen

r; Cll,bl,C]; a27b27C2"‘a7,b7,C7

auszudriicken, werden wir jetzt die Beziehungen betrachten, welche zwischen den Theta-
Functionen selbst und ihren Differentialquotienten bestehen. Es wird sich hier ein analoges
Resultat ergeben. Der Quotient je zweier Theta-Functionen wird sich darstellen lassen als
die Quadratwurzel aus einer rationalen Function einer Anzahl von Werthsystemen:

X, ¥, %, X1,Y1,21,  X2,¥2,%2; X3,Y3,Z3,

deren jedes einer homogenen Gleichung G(x, y, z) = 0 vom Range 3 geniigt, wihrend die
einzelnen Werthsysteme von einander unabhiingig sind. Aus denjenigen Relationen, welche
zwischen den Grossen © und ihren Differentialquotienten existiren, werden wir weiter den
Schluss ziehen, dass sich die Argumente u, «’, u” durch Integrale erster Gattung der Grossen
(x,y, z) etc. ausdriicken lassen.

Zunichst betrachten wir diejenigen quadratischen Relationen, welche zwischen den 28
ungraden Theta-Functionen bestehen; hieraus wird sich die algebraische Grundlage fiir die
ferneren Untersuchungen ergeben.

Alle diese Relationen entspringen aus der Gleichung:

7
(1) 0Cki Opm O = Y, [( —1)kedama) e Ore O

a=0

durch besondere Wahl der Indices k, [, m. Die Natur dieser Beziehungen wird klarer er-
kannt, wenn man statt der Grossen ®,, andre, o,,, einfiihrt, deren jede sich von dem ent-
sprechenden ® nur um einen constanten Factor unterscheidet. Dieser Factor soll so gewéhlt
sein, dass, wenn ®,, und o, grade Functionen sind, 6, den Werth 1 erhilt, wenn die Argu-
mente u, u’, u” gleich Null gesetzt werden. Ist dagegen der Index m, und somit die Function
O, selbst ungrade, so soll der Factor in der Weise bestimmt werden, dass das Anfangsglied
in der Entwicklung von o, nicht u,, = A,,u+ B,,u’ +C,,u”, sondern v,, = a,,u~+ b u’ +cu”
ist; was wegen der Gleichung u,, = [,,,v;, jedenfalls moglich ist. Danach ist:

) fiir grade Indices m: ®,, = ¢;,, 0y,
fiir ungrade: ®,, = [,,6,,.
Es wird sich dann zeigen, dass die in den Relationen zwischen den Grossen o, vor-
kommenden Coefficienten sich rational durch die Gréssen (a,., by, c;) (32 =1,2---7)
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ausdriicken lassen, und zwar als Producte von den Determinanten-Ausdriicken:

a,, b, c,,
3) Foap = (1) G,y ey
ay by cy

gp = (=) HPTAVIRI (£ Fouv Fssansav — fosaa sy fasn faiy)- )

Diese Umformungen beruhen auf den Gleichungen (68) bis (79) des ersten Theils, ausser-
dem auf den identischen Beziehungen zwischen den verschiedenen Producten e, e,,, e,,)
und ihren Factoren e, ;.

Wenn wir von den linearen Relationen zwischen den Quadraten der Theta-Functionen
absehen, so haben alle quadratischen Gleichungen zwischen den ungraden ® die Form:

A @a @h +A/ @al @b/ +A” @a// @b// +A/// @a/// @h/// = O7

wo A, A’, A”, A" constante Grossen bedeuten, und die Indices a, b, @, b’ etc. den Bedin-
gungen
ab — alb/ — a//b// — a///b///

geniigen. Es sei ndmlich m irgend ein von O verschiedener Index. Dieser muss sich im
Ganzen auf 32 Arten in zwei verschiedene Indices a, b zerlegen lassen. Von diesen 32 Zer-
legungen wird die Hilfte so beschaffen sein, dass der eine Index grade, der andre ungrade
ist. Bei den 16 iibrigen wird entweder a und b grade, oder a und b ungrade sein; und zwar
wird die Anzahl der Zerlegungen der ersten Art 10, die der zweiten Art 6 betragen. Ist z. B.
m=sx,und a, 3,7, 8,¢€,{ die 6 iibrigen primitiven Indices, so erhalten wir eine Zerlegung
von m in zwei grade Indices a, b, wenn wir setzen: a = oy, b = 6€{; in zwei ungrade,
wenn wir a = o, b = ox¢ setzen.

Zerlegen wir nun m auf verschiedene Arten in ein Product zweier Indices, welche beide
grade, oder beide ungrade sind: m = ab, m = a'b’ etc., so sind die Producte:

0,0, 06,0, etc.

nach der Definition des § 3 grade Theta-Functionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik
(1™, v™). Die Anzahl der von einander linear unabhingigen Functionen dieser Art betréigt

*) Das Vorzeichen dieser Gleichung erhilt man leicht in folgender Weise. Fasst man die beiden Gruppen
von je 4 Indices, mit denen die Grossen f behaftet sind, auf, und greift irgend einen Index der ersten Gruppe
heraus, z. B. oA, so ist @ mit s¢A verbunden. In der zweiten Gruppe ist  mit A verbunden; daher bilden
wir & | B. Es ist ferner in a3¢A s mit oA verbunden; in der zweiten Gruppe v mit oAd; daher haben wir
» | v. Drittens ist A mit o3, in der zweiten Gruppe U mit &5 verbunden; dadurch entsteht A | (. So erhalten
wir im Ganzen das Vorzeichen (— I)O‘V3 +3v+AI Wir wiirden denselben Werth, nur in verindertem Ausdruck,
erhalten haben, wenn wir statt a>¢cA irgend einen der drei iibrigen Indices der ersten Gruppe herausgenommen
hitten.
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2
nach § 3: — = 4; daher muss zwischen je 5 derselben eine lineare homogene Gleichung

bestehen. Wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, so verschwindet das Product
®,0,, wenn a, b ungrade Indices sind; dagegen erhilt es einen von Null verschiedenen
Werth, wenn a und b grade Indices sind. Daraus folgt, dass, wenn wir von den 5 Produc-
ten ®,0;, O, 0, etc. in einem die Indices grade, in den iibrigen ungrade annehmen, der
Coefficient des einen Products gleich Null sein muss. Mit andern Worten: Wenn

/1.1 1.0
m=ab, m=dab, m=ab" etc.

die 6 moglichen Zerlegungen des Index m in Producte je zweier ungraden Indices sind, so
sind je 4 der 6 Functionen

0,0, 06,0, 0,0, etc.

durch eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden.

Der Index m kann nun die drei verschiedenen Formen s, »A, »A u haben. Es seien a,
B, 7. 6, s, A, i die 7 primitiven Indices in irgend welcher Reihenfolge; dann erkennen wir
zunichst, indem wir m = s annehmen, dass durch drei Glieder der Gruppe

@a @a%, @ﬁ @ﬁ%, @fy@f)/%, @6 @6%, ®/’L @l%, @u @u}f

sich die drei tibrigen linear und homogen ausdriicken lassen; wenn wir m = »A setzen,
dass dasselbe gilt fiir die Gruppe

BOux O G)ﬁ% ®ﬁla ®7/% ®}/7w 05,052, ®,IJ%®/.M,7 0.0,
endlich, wenn wir m = »A . = a3 y0 setzen, ergiebt sich dasselbe fiir die Producte
0 ®/1,u> ®). ®,ll%7 ®u ®%)1,7 ®OC5 GBV’ ®[35 ®70h 6)7/5 G)OCB .

Dieselben Eigenschaften iibertragen sich natiirlich auf die o.

§2.

Alle diese Gleichungen zwischen den ungraden ® oder ¢ sind enthalten in der Fun-
damental-Gleichung (1). Wir heben aus ihnen drei hervor, durch welche die algebraischen
Beziehungen, in denen die 28 Functionen unter einander stehen, vollstandig definirt sind.

I.  Wir setzen zunichst k =0, [ = ¢, m = Au. Dann erhalten wir, da cj; = 0 ist:

7

[(_l)wﬂaﬂua)camlucaky Bq Ogs] = 0.
=0

[0
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Diejenigen Glieder dieser Summe, die sich auf die Indices 0, sz, A, U beziehen, fallen
fort, da in ihnen entweder cg;.;,, oder cqy, gleich Null ist. Die Summe ist also nur zu
erstrecken iiber die 4 primitiven Indices a, 3, ¥, 8. Es ist nun

(o, 0, Apa) = (Bydxdp, »ax, Byds);

daher:
K= L=By0x=aAlu, M=z,
mithin:
(a, za, Apa)=x|a+0|»xa+a|iua;
oder, da
o|Apa=Auo | o mod 2
ist:

(a, za, Auo) = xApo | o= Byo | a.
Wir erhalten demnach:
Z [(_l)aﬂlu‘acaulucalu Q¢ Op;. | =0.
a,B,y,6

oAl konnen wir ersetzen durch By8. Unter dem Summenzeichen steht dann ein Aus-
druck, der in Bezug auf die Indices 8, v, 6 symmetrisch ist. Durch Vertauschung von «,
B, 7, 6 unter einander erhilt derselbe vier Werthe; die Summe dieser vier Werthe ist Null.
Dies bezeichnen wir so:

6 —_—
(X,ﬁS,'%S {(_I)BY ‘acﬁyéca/lu (CH @a%} =0.

Dividiren wir diese Gleichung durch c(z), und ersetzen jedes ®,, durch /,,6,,, so ergiebt sich:

o ﬁSyé {(_1)ﬁw'aeﬁ?’ﬁealulalwcaﬁom} =0.

Nun ist, nach (68) und (79):

. e €gplauliyu 1

ak“ r €a€le'u lalll“falu7
. e CosC)Conls ) €sxulipy 1

Brs r eae%eleu lﬁlylgfm@’

(da die Identitit stattfindet:

605%605,1605“6%16%“6&“ . eﬁyeﬁgeyg
eae%e}{/eu eﬁe}/es
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i a8
rgZ l%ea%7

lala% =

folglich:
20 €2, e% 0% e e
e°f CarlaurpAlx . gags

egysCarulalas = .
ProCain rPg?l  eyedele,  fuulprs

Ferner ist, nach (73) und (75):

2 2 2
Carfouiy &  Jarfaufau

eaeieﬁ B 1o focfxlfugocg/lgu7

und dieses ist, wie aus der Identitdt (55) hervorgeht:

_ 8 Janulpys froxloptpys
f7 a8r8u
Mithin ist:

62g7g%e

A€
ealueﬁy(slala% = mfyszfaﬁ%fﬁw-

Wenn wir diesen Werth des Coefficienten in die Gleichung einsetzen, den gemeinsamen
Factor aller Glieder aber fortlassen, so erhalten wir:

(o)
067135:%5 {(_1)[37/ |af75%f5ﬁ%fﬁwo'a6a%} =0.

II.  Wir setzen ferner:
k=3, [|=A, m=Auv.

Dann ergiebt die Hauptgleichung, da wiederum cy; = 0 ist:

7

Z [(_1)(%a"la7l“va)ca%uvca/luv ®a%®a/l] =0.
a=0

Hier fallen diejenigen Glieder fort, welche sich auf die Indices sz, A, i, v beziehen. Nennen
wir die drei tibrigen «, 3, ¥, so ist demnach:

Z [(_1)(%a’la’luva)ca%uvcaluv®06%®067L] + (-])(%ﬂylHV)c%uvcluv ®%®)L =0.
o.B.y

Es ist nun zunichst

(56, A, Apuv) = (afyipv, aByzuv, afys);
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daher:
K=afyx=Auv, L=oafy=xAuv, M=oByuv=xA,

mithin:
(e, A,AUV) =AUV | e+ 3¢ | A+ 32 | Ay,

und dies ist = A | »r mod 2.
Bei der Bildung von (0, Ao, Auvaer) ist K = Aa, L= o, M = o; mithin

(o, Ao, Auve) = Ao | o+ Auv | Ao+ A | Auva.
Durch Zerlegung finden wir

Aa|xa=A|x+A|la+a|»+a]a,
Auv|Aa=Auv|A+Aiuv|a,
Al Auvoa=A | Auv+A | a;

mithin, da Auv |A+ A | Auv =0 mod 2 ist:
(o, Ao, Auvo) =A | x+aloa+o|x+Auv|a.

Dies ist congruent 1+ A | >+ axApuv | o; somit ergiebt sich:
Z [(_l)aml'uvlaca%uvcaluv ®a%®al} = CyeuvCipny 0,.0,.
o,pB.y

Diese Gleichung lésst sich, @hnlich wie die vorige, in folgender Form schreiben:

a% y{(_l)ﬁyacﬁylcﬁy;:@a%@al} = C%Ilvcluv@%@/l;

oder, wenn wir die Grossen o einfiithren:

S {<—1)ﬁ7’|aeﬁﬂeﬁwla%lm

Ou»Ogi } = 0,,0) .
a.B.y e%uveluvl%ll

Nun sind noch die Coefficienten in einfacherer Form darzustellen. Nach (68) ist:

¢ _ € CaxCauCavesxusxveuy 1
Prd = eqesey ey lﬁlyl,lfﬁﬂ’
e exuexveyy 1
Crxuv = —

rooeyepey  LAulyfouy ’

45
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daher:

€Brr _ CaxCanlayv Leluly fruv
Cxey Ca lglyly fpya

Ebenso ist:

€Byx _ Carlaulav Luly fapy
CAnv o lplyl fpys

Endlich folgt aus (79):
laslap, _ > 85882
LAy, r’g* BlLeg.eqn

Die Multiplication dieser drei Gleichungen ergiebt:

eﬁyleﬁw{la%lal - f2 e%xuezav lﬁl%g%zgxg/lf%uvfl,uv

ezuveluvl%l/l _r2g4 etzx l(%tl[zil)%lizfl)zlfﬁY%fﬁﬂ '

Nun ist
LI _ il _ r2g?
lélél}%lili 12 fufvgﬂg%/7
e%xue%zv _8 g%tg%/ Japfav
e%‘ f &a fa

dadurch geht der vorstehende Ausdruck iiber in:

]_C Sa8»8 faufavf%uvfz,uv
8 8u8v fafufvfﬁy%fﬁyl.

Hier wenden wir wieder die Formel an:

ffOt f(xvf \
W = foauv By ByrtpsaSysn-

Dadurch wird

egyrepysaslar  gagxgy Freuviauvfoauvfpsafya

exuveluvl%ll 88u8v f,uv 7

oder, da

fuv = fwuvfluvfauvfﬁuvfwv»
8 = 8a8x8)8u8v8p8y
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ist:
epyrepyslasda _ 1 IBsaSysen
eqpveruvldy  gpgyengy fpuvfruv

Nachdem auf diese Weise die Ausdriicke der Coefficienten transformirt sind, nimmt unsere
Gleichung folgende Form an:

g (_I)Mafﬁ%xfy%z O'a%O'za;Lz = 6,0,
OC,B,’)/ fﬁ‘U,VfY[JV gﬁg)/gugv

III.  Eine dritte Relation zwischen den ungraden ¢ erhalten wir, indem wir setzen:
k=906, 1=xAud, m= 0.

Dann ergiebt sich:

7

S0, Ao, 260
00, ®xOny =Y, [(—1)( HAHOG )C/luéaC%Sa@éa@%}Lub‘a]-
a=0

Hier verschwinden die Coefficienten fiir die Werthe 0, »¢, A, i, 8 des Summations-Index
o. Diese Gleichung nimmt deshalb, wenn wir durch «, 8, ¥ die drei von s, A, u, & ver-
schiedenen primitiven Indices bezeichnen, die Form an:

Sa A pSa, 58
C0Cpn OOy = aS/s y{(—l)( A hOAOH) oy 5 0Cor50 O G)mluéa}v

oder,da xA uda =B yist

CoCsrAp 0, ®7LM = a‘z 7{ (_1)(506,[37/,%506)6}437/0%0‘6 ®ﬁ}/®a5} .

Nun ist
(6a, By, »x6a) = (8a, By, AuPy).

Bilden wir hier wieder die grossten gemeinsamen Theiler der Indices k = dat, [ = By, m =
AupBy, so erhalten wir:
K=By, L=0, M=0;

es ist also

(6o, By, »60a) = By| S+ e | By+ By | »dc,

und dies ist = By | do mod 2, da von den drei Indices »dc, By, #dofy zwei ungrade
sind, der dritte grade. Wir erhalten demnach:

C0Cu OOy = aSﬁ y{(—l)m|a6€%ﬁy6%a5 ®By®a5} :
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oder:

e%k,ul%llucﬂal,u = a% y{(_1)ﬁﬂaae%ﬁyexaélﬁyla6Gﬁycaé} .

Nun haben wir den Coefficienten:

_ e%ﬁye%aélﬁylaS
e;dul%llu
umzuformen. Wir bilden zunichst:
g= e%[jylﬁv_
Es ist nach den Formeln (68) und (79) des ersten Theils:
o CCxpCrrepy _ Jepsy
PV reegeyldplyfup,  PT T reflglyes,’
daher:
_ feepenyspsy
ngZe%eﬁ eyl%llzg Z)Z/f%ﬁ)/ '
Nun ist nach (69)
e%li = —r412g%;
Daher:
exegeyLiGly = —r'?1°g..8p8y,
mithin:
—fee,pgey
= r140¢%g, fopy
Nach (71) und (72) ist aber:
—e = f—4 P46 = f—6'
T o5 T L8
8 8
folglich:
-
f g%f%By
Da nun

0= espylpy ] €xaslas . L
l,,, l;,f e%l,ul)t,u
ist, so erhalten wir:
_ 8 €5BEsxyCsa €S ) f%l/.i

Q — .
f 85€5:).€5u f%ﬁyfmw
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Es ist aber:
f3

5
= g_sf%g%7

2
6%[36%}/6%056%56%16%’“ = e%
2
2 2 J" 422 ,
€06 = ?g%glguf%lf%u,
mithin ergiebt sich:
B f%fm’tu
== )
g),gﬁf%lf%ﬂf%ﬁyf%aﬁ

Nun ist, wenn wir die Producte f,, f,.a, f»u auflosen:

foel
fmlfiz = Frapfrarlscas Fopyfops fys:

folglich erhalten wir:
Soeyafspsfrapfoys
858
Durch diese Umformung der Coefficienten nimmt die aufgestellte Gleichung folgende
Gestalt an:

0=

—1)Pvles _ 22
a%’y{( 1) f%?’af%ﬁ(Sf%aﬁf%yéGﬁyGa(s} 280,00,

Dadurch ist jetzt folgendes System von Relationen gefunden:

;

(A) N {(_1)ﬁY5|afy3%f5ﬁ%fﬁ)/%GaGa%} :Oa

a,B,7,0
fﬁ%kfj/%l OO
4) B) S {(—1)p"e = 6,.0),
B) a-ﬁ,y{( ) f[suvfwv 8Bgygﬁg%

(©) a% y{(_1)Bﬂan%}/af%BSf%an%ySGﬁycaé} = gigigzcl/r

§3.

Wir gehen aus von der ersten Gleichung dieses Systems. Das Product o,,0, 0,,; be-
zeichnen wir durch @, :

0,030, = Pp (xS A).
Die Gleichung (A) zeigt dann, dass zwischen den vier Grossen Qos., .., Py, Qs
eine lineare Gleichung

_1\B7d|la _
a»ﬁs:%ﬁ{( D f75%f5ﬁ%fﬁyx(l)a%} 0
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besteht. Hieraus folgt, dass sich die 21 Grossen ¢,,3 durch sechs unter ihnen linear dar-

stellen lassen. Denn es lésst sich @5, @16, @17 durch @12, @13, @145 @25, P26, P27 durch

P12, P23, P24; und @35, P36, Q37 durch @3, P23, P34 darstellen; endlich @se, Qs7, Qo7 durch

die schon dargestellten ausdriicken; so dass schliesslich alle ¢,,; lineare Functionen von

012, ©13, Q14, P23, P24, P34 werden. Um aber die Symmetrie zu wahren, wollen wir die 21

Grossen ¢,,), durch sechs neue Grossen, die von den Indices unabhéngig sind, ausdriicken.
Wenn wir eine quadratische Form aufstellen:

E?Lyy +2ENL1 +2ECL13+ Loy + 218 L3 + §Las,

und in dieser fiir £, 1, { die gemeinsamen Werthsysteme der beiden Gleichungen a,,.& +
b,nN+c,.§ =0,a;E+byn+c; ¢ =0 einsetzen:

E=bucy—ciby, M=cuay—axc,, §=a,b)—b.ay,

so ldsst sich zeigen, dass zwischen den 21 Ausdriicken @, , welche wir so erhalten, diesel-
ben Gleichungen bestehen, wie zwischen den Grossen @, ;. Zu diesem Zweck bilden wir
die Summe

()
S = a_ﬁS'ya {(—1)ﬁ7 ‘afyﬁ;{fSﬁ%fﬁY%q)a%}

und betrachten in dieser ag, bg, cg als veridnderliche Grossen, die iibrigen Parameter da-
gegen und die Grossen L als Constanten. Setzen wir dann ag = aq, bs = by, ¢5 = Cq, SO
verschwindet der Factor

as bs cs
aog ba co
a, b, c,

foas = (=110

des zweiten und dritten Gliedes; die vorgelegte Summe reducirt sich daher auf folgende:

S = (=1)PP1 fys.. FspoefpyePase+ (= 1)PTP fo Frouse fup P
Nun ist, unter der gemachten Voraussetzung:
f)/S%: (_1)a6|7/%f705%7 fSB%: (_1)a6|ﬁ%faﬁ%7
q)a% - q)5%’
es ist also

S — ((_1)ﬁ75|0€+a6|7%+a5|ﬁ%_|_ <_1)aﬁy|6)fﬁy%fya;{faﬁ%q)6%

Nun ist aber
ByS|oa+ad|yx+ad|Bx=1+afy|d mod2;
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folglich ist S = 0. — Ebenso ldsst sich zeigen, dass S verschwindet, wenn (ag, bg, c5) =
(ag, bg, cg) oder = (ay, by, cy) gesetzt wird. Endlich ist offenbar, dass jedes Glied von S,
und zwar von der zweiten Ordnung, verschwindet, wenn (ag, bg, c5) = (@, b, c;,) gesetzt
wird. Nun ist aber S eine homogene quadratische Function von (ag, bg, c5); da diese an
einer Stelle von der zweiten Ordnung, und ausserdem an drei andern unabhéngigen Stellen
verschwindet, so muss sie identisch gleich Null sein. Damit ist der ausgesprochene Satz
bewiesen.

Daraus folgt nun, dass alle 21 Grossen ®,,; dieselben Functionen von @15, ®3---P3y
sind, wie @,,5 von @12, @13 - - - ¢34. Daraus geht hervor, dass, wenn wir die sechs Grossen L
so bestimmen, dass die sechs linearen Gleichungen

012 =P, P13 =DP13-, P33 = DP3y

erfiillt werden, allgemein @,,; = ®,,, ist. Auf diese Weise sind also die 21 Grossen @,,; =
0,.0),0,,, in folgender Form dargestellt:

%) { @ = E2L11 +2ENL1n +2EC L1 +N*Lan + 208 Loz + §*Las

E=b,cy—cby, M=cray—a.c,, C=a,b;—b,.a.

§4.

Wir fithren nun eine Anzahl neuer Bezeichnungen ein. Das Product aller sieben Grossen
01, 05 - -+ 07, bezeichnen wir durch @; ferner das Product von o, in diejenigen fiinf der
Gréssen o7, 0, - - - 07, deren Indices von s und A verschieden sind, mit )., ; endlich das
Product von @ in das Quadrat irgend einer der 28 ungraden o-Functionen @c2 mit V.
Danach ist:

(O = 610,0304050407

Q3 = 0,,03,0;,)

(6) X = 0n0pR0y0O ;0,0 —&36%&
»A aOpgOyOuOvO, 0,.0;,

~ 2

L Y = OO0,

Esistdann ¢@,,; ein Product dreier, ¥, ein Product von sechs, y;,, von neun ¢-Functionen,
und es ist offenbar

Vi = Qs pXsen -

Wenn wir diese Ausdriicke in die zweite und dritte der Gleichungen (3) einfiihren, so
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erhalten wir:
(

(A) S {(_1)ﬁy‘a8f%}/af%ﬁ6f%aﬁf%y6@ﬁy(Paé} = gié’i%ﬂtyy

o.By
7 B) S {(=1)Pre fﬁ%U;wzl%%la/l _—
By 8p8v8u8v.JpuvSyuv

(O @220 = Vs

Die erste dieser Gleichungen wird aus der letzten Formel des Systems (3) gewonnen,
0)6%

indem man dieselbe mit 003 0yOg multiplicirt, die zweite, indem man (B) mit

multiplicirt. Diese Formeln lassen sich nun in folgender Weise auffassen. Durch die Glei-
chung (5) sind die Grossen ¢ dargestellt als homogene lineare Functionen der sechs Gros-
sen L. Setzen wir diese Ausdriicke in (A) ein, so verwandelt sich y;,, in eine homogene
quadratische Function derselben Grossen; die beiden letzten Gleichungen zeigen dann, dass
V.., V., kubische Functionen dieser Grossen sind. Wenn wir dies festhalten, so zeigen
die Gleichungen (6), dass nicht nur das Quadrat jedes Quotienten zweier ungeraden o-

Functionen, sondern auch allgemein jedes Product beliebig vieler solcher Quotienten —,

Op
Ga/ Ga// IANNIAN/] :
o O etc., wenn nur der Gesammt-Index desselben aba'b’a”b" - - - gleich dem Index 0
bl bl/
ist, sich als eine rationale Function der Verhiltnisse der Grossen L darstellen ldsst. Weiter
aber zeigen diese Formeln, dass zwischen den sechs Grossen L eine grosse Anzahl homo-
gener Gleichungen, saimmtlich von der sechsten Ordnung, besteht. Denn aus der zweiten

und dritten der Gleichungen (6) folgt:

Ppr _ 395
XA o
daher ist:
Ppar > 2 o P
—— VY, =050,,0) = —V),
B2 P g
q)ﬁl Do _ O-I%GXZG(%GZ! _ (pﬁ% Do .
X2 KXo w? Xpse Xar
ap Py5 P _ GéGEG}%GgG/%Gﬁ 11
Xap Xys Xiu w? EBG% W%’

daher ist, fiir beliebige Indices:
PrXBsVor = PpsXprVa,

(®) Qo PBAXaAXBsc = Pod PBscXasXBAs
Papp Pys Prp Vs = XapXysXaus
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und alles dieses sind, wenn wir fiir die Grossen @, ¥, Y ihre Ausdriicke durch die L einge-
setzt denken, homogene Gleichungen sechster Ordnung zwischen den Grossen L. Freilich
konnen nur zwei von diesen Gleichungen unabhiingig von einander sein; die tibrigen miis-
sen sich als Folgerungen derselben ergeben.

§S.

Wir brechen jetzt diese allgemeinere Betrachtung ab, um zu untersuchen, was aus den
Ausdriicken ¢, y, v wird, wenn wir durch eine gleich anzugebende willkiirliche Relation
unter den Grossen L die Verdnderlichkeit der Argumente beschrinken.

I. @, ist nach der Gleichung (5) durch eine quadratische Form dargestellt. Wir set-
zen die Determinante derselben gleich Null:

Liy Lz Lz
9 Ly Ly Ly =0.
L31 L3y L33

Alsdann zerfillt die quadratische Form in ein Product zweier Linearfactoren:

@0 = (Ex+ny+C2)(Ex +ny + (2);

oder, wenn wir fiir €, 17, { die Werthe dieser Grossen einsetzen:

x 7z X y/ 7

O, = |a,x by cilla, by ci.
a, by cpllax by cy

Wir multipliciren die einzelnen Factoren, um sie in Bezug auf 52, A symmetrisch zu
machen, mit dem alternirenden Vorzeichen (—1 )%M , und bezeichnen

X vy z
(—1)”‘7L a, b, c;| durch F(x,y,2),..
ay by ¢
Alsdann ist
(10) D,2 :F(X, s Z)%lF(xlvylaZ/)%l'

Wir konnen uns (x, y, x) als die homogenen Coordinaten eines verdnderlichen Punktes
in einer Ebene, (ay, by, c1)--- (a7 b7 ¢7) als die von 7 festen Punkten vorstellen, und diese
Punkte selbst durch die Zahlen 1, 2-- -7 bezeichnen. F(x, y, z),,5 = 0 ist dann die Gleichung
derjenigen Graden, welche durch die beiden Punkte s, A hindurchgeht. Dadurch ist diese
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Function charakterisirt, wenn ausserdem noch der Werth von F(x, y, x), in einem dritten
Punkte u gegeben ist. F, ) ist also bestimmt durch die Eigenschaften:

an F,.; =0 in den Punkten s, A,
= (—1)“'”1]0“%,1 im Punkte .
II.  Setzt man in der ersten der Gleichungen (7) fiir die Grossen ¢ die eben gefundenen

Ausdriicke, wobei der Kiirze wegen Fg,, fiir F(x, y, z) gy, F, éy fiir F(x', y', Z') g, geschrieben
werden soll, so erhilt man:

Sisulan = 5 y{(—1)Bﬂasf%yocf%;a6f%aﬁf%y6FﬁyFa5FéyF&5} .

Hierdurch ist, wenn wir (¥, y', Z') als constant auffassen, y; y definirt als eine homogene
quadratische Function von (x, y, z), die offenbar an den vier Punkten o, 3, ¥, § verschwin-
det. Sie verschwindet aber auch im Punkte . Denn in diesem wird nach (11):

FpyFos = (_l)z‘aﬁyéfzﬁyf%aé;

der Ausdruck auf der rechten Seite geht daher iiber in:

(_1)%\0513Y5f%7af%ﬁ5f%aﬁf%y5f%ﬁyf%a5a% 7{(_1)Bya6F[§yF(;6} '

Wir betrachten nun den letzten Factor dieses Products. Vertauschen wir (X, y',7') mit
(Cl(g, bs, C5)’ so geht
ros ) I !
Fg, in (—1)P" fspyr Fusin —Fys
tiber; daher der Summenausdruck in:

— _1)PYe !
a7§7y{( P fipyFs |-

Von dieser Summe, die eine lineare Function von x/, y/, 7/ darstellt, ist zu zeigen, dass
sie identisch verschwindet. Dazu ist nur nothig, zu zeigen, dass sie in den drei Punkten
o, B, y verschwindet. Dies aber geht unmittelbar aus (11) hervor. Denn setzen wir z. B.
(', ¥, 2) = (ay, by, ¢y), so wird
é 1) .
F(;S = (_1)7/'& féyoca F[;S = (_1>Y‘ﬁ fﬁéya F;s =0;
daher:
(=P g Fls = (= 1)PIT0 fon Fsa,
(_1)Yﬁ|af6yaF[§6 = (_1)a‘ﬁ+y‘6f8ﬁyf6yaa
(=) f505F)5 =0.
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Somit muss diese Summe, und auch die urspriingliche identisch Null sein. Es gelten also
die beiden Relationen:

@ R (G
(b) agﬂ{(—l)‘i”%ﬁﬁaa} 0.

Aus der letzten Gleichung folgt nun, dass die quadratische Function, durch welche y; ,
dargestellt ist, ausser an den Punkten c, 3, ¥, 6 auch noch im Punkte s verschwindet.
Dadurch ist aber y; , bis auf einen von x, y, z unabhéngigen Factor bestimmt; und da Y, ,
symmetrisch ist in Bezug auf beide Werthsysteme, so folgt, dass x, ., ebenso wie ¢,
in zwei Factoren zerfillt, von denen der eine nur x, y, z, der andere nur x’, y', 7/ enthiilt.
Diese Zerlegung nun ldsst sich mit Hiilfe der gefundenen Formel wirklich ausfithren. Wir
bezeichnen fiir den Augenblick die Producte

FgyFos, FyaFps, FapFys durch Py, Py, P3,
FéyF(;(; etc. durch Pll, P2'7 P3',
f%ﬂ}’f%dé etc. durch P1, P2, P3,

und die Vorzeichen
(—1)Pred (yrelBs - (_1)oBIY qurch g, &5, €.
Es ist dann offenbar:

gigihu = &1p2p3P1 P + &2p3p1 2P + €391 p2 P3Py,
&b+ abP+ebP =0,
e1P| + &P+ &P =0,
eiprt+epr+ep3=0,
€168 =—1.

Die vorletzte Gleichung wird aus (b) dadurch erhalten, dass man (x, y, z) = (a,., b, ¢,)
setzt. Wir eliminiren nun die Grossen P3, P;, p3. Dadurch geht der Ausdruck von gi gﬁ o
tiber in folgenden:

85,81 X0 = PsPLP| + piP2Py — p1pa(Pi Py + PyP))
= (p2P1 — p1P2) (p2P{ — p1P3).
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Wir bezeichnen nun die Function zweiten Grades

P — p 1P
(_1)a|ﬁ+5\yw durch G(-x7 Y, Z)
EA8u

Alsdann ist
Xlu = G()C, y7 Z)G()C/, yl7 Z/)‘
Diese Function zweiten Grades G(x, y, z) hat, wie wir bewiesen haben, die Eigenschaft, an

den fiinf von A, u verschiedenen Punkten zu verschwinden. Im Punkte A selbst ist, wie aus
(11) hervorgeht:

Pi= (=DM g o fras, Po= (DML fapss

daher erhalten wir:

SreyaspsSapySras — FrpySrasSryafrps
= (—1)MAurelbEdlre, o/ Glay, by, 3.
Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber, wie aus (2) folgt,

_ (_1)a\ﬁ+5|'y+l|%g“;

mithin ist:
(—1)MAe
G(afhbval) = -
ga
Ebenso ist:
<_1)HMH
G(a’u,bu,clu) -
8u

Die Function G(x,y, z) ist auf diese Weise charakterisirt durch sieben Bedingungen.
Diese sind symmetrisch nach den beiden Indices A, u einerseits, und den davon verschie-
denen a, B, 7, 8, » andrerseits. Daher konnen wir diese Function durch G(x, y, z)3,, be-
zeichnen. Demnach erhalten wir:

(12) o =G, %, 2030 G, Y ),

wo die Function G, , definirt ist durch die Gleichung:

(© (_1)a‘ﬁ+6|y(f%yaf%ByFﬁyFa6 _f%ﬁyfzaéFyaFﬁS) = glg,uG/l/,n
und auch durch die Eigenschaften:

Gju = 0in den Punkten a, 3, 7, 6, s,

13 A
(13) = L im Punkte 7.
81
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Zu den beiden Gleichungen (b) und (c) wollen wir noch zwei verwandte hinzufiigen.
Es stellen namlich die sechs Grossen

Grus, Gusers Gipy FpyFas, FyaFps, FopFys

sammtlich Functionen zweiter Ordnung dar, die in den vier Punkten «, 8, v, 6 verschwin-
den. Zwischen je drei derselben muss daher eine lineare Gleichung stattfinden. Es muss
daher auch FgyFys linear durch G, Gy, ausdriickbar sein, und endlich zwischen G, ,
G, G, eine lineare Gleichung bestehen. Um die Coefficienten der Gleichung

FﬁyFocé = AG%’u + BG%A

zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) = (ay, by, cy); dann wird

ulByas (—DHi#
FﬁyFaSZ(_l) f,uﬁyfua& GZM:T’ G, =0;
daher ist:
A= (_I)M‘Byasxugufuﬁyfua5 = <_1)“Mgufuﬁyfua6-
Ebenso ist

B=(~1)"¥g; fipyfras:
wir erhalten daher:
(d) FpyFus = (— V)" (83 fapyfrasGor — 8ufupyfuasGon)-
Ebenso werden die Coefficienten der Gleichung
AGy, +BGu, +CG,, =0
bestimmt; fiir (x, y, z) = (ay, by, cu) geht dieselbe tiber in:

(_l)ullui + (_l)uluﬂﬂ =0;
Su 8u

wir konnen deshalb setzen:
A= (DM B= (P o= ()
so dass die Formel die Gestalt annimmt:

(@) (— )Gy + (— 1) G+ (1) MG, = 0.
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Durch die vier Identititen b, c, d, e ist die Form der Relationen zwischen den aufge-
stellten sechs Grossen vollstiandig festgestellt, ebenso wie durch die Gleichung (a) die Form
derjenigen Relationen, welche zwischen

Fos., Fﬁza FY%> F5%7 F)L%a F/.i%

bestehen.
III.  Wir setzen jetzt die fiir die 56 Grossen ¢,,3, X, gefundenen Werthe in den
Ausdruck von y,, ein:

v,= S (_1)[3’}’\06fB%lfY%/’LFO‘%GalFo,c%GZM
g gﬁgygﬁg%fﬁuvfwv

Fassen wir diesen Ausdruck auf als abhiingig von (x, y, z) allein, indem wir x’, y/, 7 als
Constanten betrachten, so stellt er eine homogene Function dritter Ordnung dar. Fassen wir
irgend eine der Grossen auf, aus denen die Summe zusammengesetzt ist, z. B. Fy,,G ),
so sehen wir, dass diese an den Punkten «, B, v, i, v von der ersten, an der Stelle s aber
von der zweiten Ordnung verschwindet. Denn an der Stelle sc verschwindet Fy,, und G,
an der Stelle o Fy,,, und an den Stellen 3, 7, i, v: G, . Diese Eigenschaften sind allen
drei Gliedern der Summe gemeinsam, und iibertragen sich also auf den ganzen Ausdruck.
Ausserdem aber ist zu zeigen, dass der ganze Ausdruck auch an der Stelle A verschwindet.

An dieser wird:
Ao (— 1)t
Fa%:(_l) fOC%l? GOC)L: 5
81

daher:

v,= S (_1)By\a+/l\;mfazkfﬁmlfy%xF&%G’M .
Y 8p&v8ALLEVSBuv Sy

Das Verlangte wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass die Identitit

() a%y{<_1)BY|agafaqua%Gocl}

stattfindet. Nun ist nach der Formel (f) = 0:

v FroovEpFyu = FruvfBoev FpuFre = (= 1)P" 7 g005 Gy

Diese Gleichung multipliciren wir mit fyuyFg; und vertauschen dann die Indices
o, B,y cyklisch. Wir konnen hierbei (—1)Bl7 durch £(—1)B"® ersetzen; der Werth des
Zeichens ¢ ist dann alternirend in Bezug auf o, 3, ¥ und bleibt deshalb bei cyklischer



Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 59

Vertauschung dieser Indices ungeidndert. Wir bekommen so drei Gleichungen; die erste
derselben ist:

faqua%fﬁquﬁ%fyvayu _fyquy%faqua%fﬁ%vFﬁy
= (_1)%“1&?1<_1)ﬁY|agafaqua%Ga,l-

Bilden wir die Summe dieser drei Gleichungen, so ergiebt sich offenbar auf der linken Seite
Null, wihrend auf der rechten derselbe Ausdruck erscheint, welcher in der Gleichung (f)
vorkommt, nur mit einer Constanten multiplicirt. Damit ist die Gleichung (f) bewiesen.

Setzen wir nun in derselben (x, y, z) = (a,,, by, c; ), so erhalten wir noch die Parame-
ter-Gleichung:

/ _1)BVe —
(7 o5 AP far | =0

Hieraus geht nicht nur hervor, dass y,,, ebenso wie die frither behandelten Ausdriicke,
in zwei Factoren zerfallen muss, sondern es lédsst sich auch diese Zerlegung direct ausfiih-
ren. Wir fithren folgende Abkiirzungen ein. Es mogen

FoyGap  FpGpr FrGp
foasr S Sy

durch Mg, Mg, My; die entsprechenden Functionen von (x', ¥, Z) durch My, M;;, M;,; die
Grossen

8afasarfauv, gﬁfﬁxlfﬁuw ngy%}Lquv

durch mg, mg, my bezeichnet werden; endlich die Vorzeichen
(—npre (7B (—1)*PIY durch g4, £, €.

Es ist dann: , .
_ JaaTpafpa (EamaMaMe + -+ - + EymyMyM)
focuvf vfyuvgocg 87/82 g%/
Bu BovSp

Ea€pey = —1,

Ve )

und, nach den Formeln (f, f'):
8amaMa + SﬁmﬁMﬁ + Eym'yMy = 0,
SamaM(/x + SﬁmBMl,} + 8ym},M7’, = 0,

EqMo + Egmp + Eymy = 0.



60 Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln.

Die drei letzten Gleichungen benutzen wir dazu, um in dem Ausdruck
EamaMaMg -+ egmgMgMp + eymyMyM:, = M
die Grossen my, My, M;, zu eliminiren. Hierbei ergiebt sich:
= gymgmg (Mo M, jLMﬁM;3 — MaM;3 — MgMy,);

daher: e
o
M= myﬁ (Mo — Mg) (Ml — Mp).

Setzen wir dies in den Ausdruck von y;, ein, indem wir den Constanten m, mg, ny ihre
Werthe beilegen, so erhalten wir:

f}%%gféﬂl (Moz _Mﬁ>(M<lx _Mk)
Juv8i8ney

x Y

oder, wenn wir setzen:

_pyplafaxa B (Ma=Mp)
8y8u&vfyuv

(

=H(x,y,2),

Y, = H(xa Y, Z)H(xla yl7 ZI)'
Dieser neu definirte Ausdruck
glaSBrrFarxGan — fasa B Gpa
gygugvfyuv

H(X,y, Z) = (_1)

ist nun eine kubische Function von (x, y, z), die an allen sieben Stellen verschwindet, an der
Stelle s aber von der zweiten Ordnung. Er ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices 7,
W, v einerseits und o, B andrerseits; es ist aber leicht zu sehen, dass sein Werth auch dann
ungeéndert bleibt, wenn man « oder 8 mit ¥, y oder v vertauscht. Denn vertauschen wir
z. B. oo mit y. Aus den Gleichungen

folgt:
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daher:
my
M _Mﬁ = 8ﬁm—a<My—Mﬁ),
oder: m
(~0P*(0g ~ M) = (=P (01— M),
Hieraus ergiebt sich:
(—1)Blr Jya s

H(x,y,z) =
( ) gocgugvfauv

(My—Mp).

Es bleibt also der Werth von H(x, y, z) ungeindert bei einer beliebigen Vertauschung
der Indices a, 3, v, i, v unter einander. Es muss aber gezeigt werden, dass dasselbe statt-
findet, auch wenn wir einen dieser Indices mit A vertauschen. Zu diesem Zweck multipli-
ciren wir die Gleichung

IsaFasxGap — fasaaFpGpa = (—1)Pl%eugy fruvl
mit Fyy. Nach der Formel (d) ist dann
FoFyy = (=)™ (g3 frasfawGpa — Sufuase furvGppu),
Fa,.Fpy = (=DM (g5 fapsefanGan — ufupsefupvGay)-

Wenn wir dies einsetzen, so heben sich die mit g, multiplicirten Glieder gegenseitig auf,
und wir erhalten:

fﬁ%kfa%uGalGBu _fa;{lfﬁ%,uGﬁ)LGau = (_1)B‘a+“|lgyngva-

Diese Darstellung von H ist symmetrisch in Bezug auf A und . Da wir demnach alle von
» verschiedenen Indices in dem Ausdrucke der Function H(x, y, z) vertauschen konnen,
ohne ihren Werth zu @ndern, so konnen wir diese Function dritter Ordnung bezeichnen
durch H (x, y, z),,. Wir erhalten also:

(14) 2% :H(X, Vs Z)%HOC/’)’/»Z/)M

und wir konnen uns H,, definirt denken durch jede der beiden Gleichungen:

(2 JsaaFasxGap — fasaaFpGpa = (—1)P%eugy fruvHs,

(g’) fﬁ%xfa%uGaAGﬁu _foc%lfﬁ%,uGﬁlGOw = (_UﬁlwrumgyngwH%-
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Die Formeln (f) und (g) gehoren zu einer neuen Gruppe von Identititen. Die Functionen
Fa%Gal, F'B%GBA, F}/%G},l, FIJ%G[.LAJ FV%GVA’ H%

sind simmtlich von der dritten Ordnung, und verschwinden doppelt im Punkte s, einfach in

den Punkten «, 3, v, i, v. Es miissen also auch hier lineare Relationen zwischen je dreien

dieser Grossen stattfinden. Die Form dieser Gleichungen wird durch (f) und (g) angegeben.
Wir setzen endlich

(15) F(xa Vs Z)%?LG(XJ Vs Z)%l :H<x7 ) Z)J«tl;
dann ist:
Vo = H(xa s Z>%1H<x/7 yla Z/)%/%

also allgemein, fiir alle 28 ungraden Indices:
(16) Wm :H(x7 Y Z)mH(xl7y/7Z/>m‘

Diese 28 Functionen H,, sind sammtlich von der dritten Ordnung und haben die Ei-
genschaft gemeinsam, dass sie an den Punkten 1,2---7 verschwinden. Wihrend aber die
7 Functionen H,, die besondere Eigenschaft haben, dass jede von ihnen an einem dieser
Punkte von der zweiten Ordnung verschwindet, so ist es den 21 iibrigen eigenthiimlich,
dass jede in eine Function zweiter Ordnung und eine lineare zerfillt.

§ 6.

Die im vorigen § hergeleiteten Gleichungen sind simmtlich Identitéten, die in leicht
erkennbarem Zusammenhange mit den o-Relationen stehen. Nicht identische Relationen
dagegen, also algebraische Beziehungen zwischen den Grossen x, y, z und X/, y/, 7’ erhalten
wir, wenn wir die Ausdriicke @, = F, 3 F. ;. X.., = G, G, V.. = H,.H}, in die Glei-
chungen (8) einfiihren:

FppGp,.H,. - Féka%H; = Fp,.GgH), 'Fé%GbAH//M
FoicFppGanGpse - Fus P Gon Gg,. = FunFpGasGpa - Fop Fg, GG »
FopFysFput FopFrsFy  H, = GapGysGay - GopGlsGh -

Diese Gleichungen werden dadurch erfiillt, dass man einzeln:

FppGp, Hy = Fp, Gpy Hy
17) FoscFppGanGps = FurFp:GaxGpas
FopFrsFpul: = GopGysGyy



Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 63

setzt, und dieselben Relationen zwischen den entsprechenden Functionen von x/, y/, 7/ an-
nimmt. Zuerst lasst sich leicht zeigen, dass durch das Gleichungssystem (17) nur eine ein-
zige Beziehung zwischen x, y, z festgestellt wird. Vergleicht man némlich die beiden For-
meln (c) und (g’) des vorigen Paragraphen mit einander, so erkennt man, dass zwischen den
drei Functionen FygFys, FgyFys, Gy dieselbe Beziehung besteht, wie zwischen GogGys,
GpyGas, FuHs:

AG oGy +BGpyGs + CFyyHs, = 0.

Eliminirt man hier den Coefficienten A, so folgt:

B(FaﬁFySGByGaS - FB}/F(xﬁG(xﬁGyé)
+C(FypFysFyH. — GupGysGy) = 0.

Dies ist eine Identitdt. Wir erkennen also, dass von den beiden Gleichungen

FaBFyéGByG(xé = FB}/F(xSGaBGyéa
FopFrs ot = GopGysGoy

die eine nur eine identische Umformung der andern ist. Bezeichnen wir die dadurch fest-
gestellte Beziehung zwischen x, y, z durch

(18) L(x,y,2) =0,

so lehrt die erste Form, dass diese Beziehung unabhiingig ist von der Vertauschung der
Indices s, A, u unter einander. Die zweite Form zeigt aber, dass man die Indices A, u mit
o, B und auch mit 7y, & vertauschen kann. Daher ist die Gleichung L = 0 vollig unabhingig
von der Vertauschung der Indices. Hiermit ist gezeigt, dass die zweite und dritte Formel des
Systems (17), auch wenn die Indices ganz beliebig angenommen werden, nur verschiedene
Formen einer einzigen Gleichung L = 0 geben. Aus der dritten folgt aber unmittelbar die
erste Formel. Denn da

FaBFyéFluH% = GaBGyﬁGluv
GopGysGa, = FopFysFy . Hy

ist, so ist auch:
Fy Gy, H = Fy,,Gy Hy.

Man kann nun fragen: Ist dies die einzig mogliche Art, das Gleichungssystem (8) auf-
zulosen? Setzen wir
FBAG[}%H% =A, Fﬁ%GBAHl =B,
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und nehmen an, dass die Gleichung L = 0 nicht erfiillt ist, so ist
A—B=1L,

wo L eine von Null verschiedene Grosse bedeutet. Dieselbe Gleichung findet statt fiir die
entsprechenden Functionen von (X', y', 7/):

A'-B =L
Multiplicirt man die erste mit B, die zweite mit A, so erhilt man:
AA'— BB =B'L+AL.
Die linke Seite ist, nach dem Gleichungssystem (8), Null; daher:
Fg,, Gy Hy L+ Fpy Gp, H. L' =0.

Aus dem vorhin gefiihrten Beweise geht hervor, dass die Grossen L und L', wenn sie von
Null verschieden sind, sich nur um einen constanten Factor dndern, wenn die Indices ver-

L
tauscht werden. Thr Quotient — ist also jedenfalls eine von den Indices unabhidngige Gros-
se. Dann aber zeigt die letzte Gleichung, dass der Quotient
B2 H),
F B2

vom Index A,
Gﬁ H
/
F B
vom Index sz unabhingig sein muss. Daraus folgt, dass wir setzen kdnnen:

H[';H,’IGQM = QFp;, HgH,;Gg) = Q/Fél,

wo Q und Q' ebenfalls von den Indices unabhingige Grossen bedeuten. Dadurch ergiebt
sich
QLHg +Q'L'Hy = 0.

Es unterscheidet sich also H 1’3 von Hﬁ nur um einen Factor, welcher von dem Index 3

unabhiingig ist. Dieselbe Beziehung, wie zwischen H}; und Hg, muss auch zwischen H 3 1
und H,,; bestehen. Denn die 28 Grossen H,, sind simmtlich Functionen dritter Ordnung,
welche 7 Nullpunkte gemeinsam haben; zwischen je 4 derselben muss also eine lineare
Gleichung bestehen. Es lésst sich demnach H,,) linear durch Hy, Hg, Hy ausdriicken, und
H' , ist dieselbe Function von H&,nga Hy. Ist also Hy = qHg(0t = 1,2---7), so folgt
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hieraus, dass auch H' , = gH,,; ist. Nun haben wir die Gleichung: @02 = H,,H},; es ist

also @c2 = gH?, mithin
O = 1| LH,.
0]

m = m>
Dadurch erkennen wir, dass sich alle Gréssen oy, linear und homogen durch drei Grossen
&, n, § ausdriicken lassen miissen.

Eine solche Auflosung der Relationen zwischen den ungraden ¢ ist nun zwar wirklich
moglich. Denn wenn wir irgend eine dieser Relationen auffassen, und wir entwickeln in
derselben die Grossen ¢ nach den aufsteigenden Dimensionen der Argumente, so erkennt
man unmittelbar, dass dieselben Gleichungen, welche zwischen den ¢ bestehen, schon
zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen bestehen miissen. Wir erhalten also eine
Auflosung aller dieser Gleichungen, wenn wir setzen:

Om = am& +bmn +cnl,

wo &, n, ¢ willkiirliche Grossen bedeuten. Die spiter zu entwickelnden Relationen zwi-
schen den graden und ungraden o-Functionen zeigen aber, dass, wenn wir diese Losung
aufrecht erhalten wollen, der Quotient je zweier graden o gleich Eins, der Quotient eines
ungraden o durch ein grades gleich Null angenommen werden muss; so dass alle 28 un-
graden o-Functionen im Verhiltniss zu den graden als unendlich klein angenommen wer-
den miissten. Deshalb ist diese Losung zu verwerfen, und die in den beiden Gleichungen
L(x,y,z) =0, L(x',y, 7) = 0 enthaltene die allein brauchbare.

§7.

Wir gehen nun dazu {iiber, die in der Gleichung L = 0 ausgesprochene Beziehung zwi-
schen x, y, z genauer zu untersuchen. Zunichst lassen sich die Eigenschaften der Grossen
F, G, H, welche in dem System (17) ausgesprochen sind, durch eine merkwiirdige Formel
darstellen. Aus der ersten Gleichung des Systems folgt ndmlich

HBH%GB% B HBHAG[M

Fpse Fp
Bezeichnet man den gemeinsamen Werth beider Ausdriicke durch R, so ist leicht zu sehen,
dass diese Grosse R von den Indices vollig unabhiingig sein muss. Wir bekommen also

(19) H,H)G,,); =RF,,.
Multiplicirt man nun die drei Gleichungen

HoHgGop = RFyp,

HyHs5Gys = RFs,

HyH,G), = RF),
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mit einander, und beachtet, dass nach der letzten Formel des Systems (17) Go5GysGyy =
FopFysFyH. ist, so ergiebt sich

(20) HoHgHyHsH .Hy H, = R,

es ist also R gleich der dritten Wurzel aus dem Product aller 7 Grossen Hy. Umgekehrt ist
jede der Formeln (17) eine einfache Folge der beiden zuletzt aufgestellten.
Nehmen wir irgend eine Form der Gleichung L = 0, z. B. die folgende:

FosFgpGapGp,e — ForFp:.GasxGpy =0,

so ist unmittelbar ersichtlich, dass dieselbe eine Gleichung sechster Ordnung mit den 7
Doppelpunkten 1,2---7 ist. Denn jedes der beiden Producte, aus denen L besteht, ver-
schwindet an jedem dieser Punkte von der zweiten Ordnung. Im Punkte o verschwinden
die Factoren Fg;,, und Gg,, des ersten Products, im Punkte B: Fg; und G, im Punk-
te s Fy, und Gy, im Punkte A: Fgj; und Gg,,, endlich in den drei iibrigen 7, u, v:
Gy und Gg,,. Das entsprechende gilt von dem zweiten Product. Nach der bekannten
Formel p = 3(m—1)(m—2) —d, in der p den Rang (nach Riemann’s Bezeichnung das
Geschlecht), m die Ordnung, und d die Anzahl der Doppelpunkte der Curve bedeutet, ist
somit die Gleichung L = 0 vom Range 3.

Zu den Punkten 1,2---7, welche dem durch die Gleichung L = 0 definirten algebrai-
schen Gebilde angehdren, und doppelt zu zdhlen, also als Punktepaare aufzufassen sind,
kommen nun noch 21 andre Punktepaare. Die angenommene Form der Gleichung zeigt
namlich, dass dieselbe befriedigt wird, wenn gleichzeitig

FOC%:()a Ga%:O

gesetzt wird. Die erste Gleichung ist die einer Graden, welche durch die beiden Doppel-
punkte «, », die zweite die eines Kegelschnitts, welcher durch die fiinf iibrigen hindurch-
geht. Das Punktepaar, welches beiden gemeinsam ist, bezeichnen wir durch den Index o sr.
Dadurch sind also 28 bevorzugte Punktepaare des Gebildes, den 28 ungraden Indices ent-
sprechend, definirt.

Wenn nun auch durch die Bedingung, dass die Punkte 1, 2 - - - 7 Doppelpunkte der Curve
sechster Ordnung L = 0 sein sollen, diese letztere noch nicht vollig bestimmt ist, so ist doch
klar, dass, wenn wir noch die Bedingung hinzufiigen, dass die weiteren 21 Punktepaare
auf der Curve liegen sollen, nur eine Curve existiren kann, welche diesen Bedingungen
gehorcht. Es ldsst sich nun die Gleichung L = 0 algebraisch weit einfacher definiren. Es sei
nidmlich

F(§,n,8) =AE>+BE* N +CE* ¢ +---+ K’

eine homogene Function dritter Ordnung der drei unabhingigen Verinderlichen &, 1, C,
deren Coefficienten ebenfalls willkiirliche Grossen sind. Stellt man die Bedingung, dass
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diese an den Stellen 1, 2---7 verschwindet, so erhélt man 7 homogene Gleichungen
F(aa,ba,Ca):O (0621,2-7)

zwischen den Coefficienten der Form. Verlangt man nun, dass die Function noch an einer
neuen Stelle: & = x, 1 =y, { = z verschwindet, und zwar von der zweiten Ordnung, so
treten zu diesen 7 Gleichungen noch drei neue hinzu:

0 0 0
aF(xa)@ Z) :07 a_yF(xa Y, Z) :()7 8_ZF(X’ Y, Z) :Ov

und es kann diesen 10 Bedingungen nur dann Geniige geleistet werden, wenn eine algebrai-
sche Beziehung zwischen den Grossen x, y, z und den Parametern festgestellt wird. Diese
Beziehung besteht darin, dass die Determinante dieser 10 Gleichungen gleich Null gesetzt
wird.

Hierdurch ist eine algebraische Gleichung zwischen x, y, z und den Parametern festge-
setzt, die in Bezug auf x, y, z von der sechsten, in Bezug auf jedes Werthsystem (aq, b, )
von der dritten Ordnung ist. Es ist offenbar, dass eine solche Determinante von der zwei-
ten Ordnung verschwindet, wenn (x, y, z) = (aq, ba, cq) gesetzt wird. Diese 7 Punkte sind
also Doppelpunkte der Gleichung. Ferner aber, wenn wir Curven F (&, 1, {) = 0 kennen,
die von der dritten Ordnung sind, durch die Punkte 1, 2-- -7 hindurchgehen, und ausserdem
einen oder mehrere Doppelpunkte haben, so wird, wenn wir fiir x, y, z die Coordinaten eines
dieser Doppelpunkte einsetzen, die aufgestellte Determinante verschwinden; diese Punkte
werden also auf der Curve sechster Ordnung liegen. Eine solche Curve ist aber diejenige
Curve dritter Ordnung, die in eine durch s, A hindurchgehende Grade und einen durch die
ibrigen 5 Punkte gelegten Kegelschnitt zerfllt, und die Doppelpunkte dieser Curve dritter
Ordnung sind diejenigen, in welchen Kegelschnitt und Grade sich schneiden. Somit miissen
auch die 21 mit »A bezeichneten Punktepaare auf dem Gebilde sechster Ordnung liegen,
welches durch das Null-Setzen der Determinante definirt wird. Daraus folgt, dass diese
Gleichung mit der Gleichung L = 0 iibereinstimmen muss. Wir erhalten also das Resultat:

Die algebraische Beziehung zwischen x, y, z ist dadurch charakterisirt, dass es moglich
ist, eine homogene Function dritter Ordnung dreier unabhingiger Grossen &, 1, ¢ zu bil-
den, die an den 7 Stellen (aq, by, cq) von der ersten Ordnung, an der Stelle x, y, z von der
zweiten Ordnung verschwindet.

Uebrigens ldsst sich dieser Satz auch rein formal, ndmlich dadurch, dass man in ei-
ner der Darstellungen von H,,, z. B. der Formel (g) in § 5, das Werthsystem (x, y, z) mit
(a5, b, c,,) vertauscht, ableiten.

§8.

Die Gleichung L = 0 steht in naher Beziehung zu der allgemeinen Gleichung vierter
Ordnung, die gewohnlich als algebraische Grundlage dieser Theorie genommen wird. Be-
vor wir zu dieser iibergehen, ist es vortheilhaft, noch eine neue Identitit zu entwickeln.
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Wie schon erwihnt, sind alle 28 Grossen H,,, Functionen dritter Ordnung, welche an den
7 Punkten (agq, by, o) verschwinden. Daraus folgt, dass zwischen je vier derselben ei-
ne lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen muss. Wir wollen
diejenige Relation aufstellen, durch welche H,, , Hy, Hg, Hy verbunden sind.

Die Grossen Hy, Hg, Hy sind nach Formel (g) definirt durch folgende Ausdriicke:

f,uoch%aG%?t _f%a)LFuaGu/l = (_l)u‘ﬂgﬁgygvfﬁvaav
fyﬁ/lF%ﬁG%k _f%,BlFuﬁGu/l = (_I)MJ{gygagvfyavHﬁy
f,uy/leyGn)L _f%y/lFuyGu/l = (_I)MJ{gagﬁgvfaﬁva-

Wir multipliciren diese Gleichungen mit drei Constanten A, B, C und bilden dann ihre
Summe. Das Resultat hat dann die Form:

FIG}M,_F2G/J), =H,

wo F; und F> lineare Functionen von x, y, z bedeuten, von denen erstere an der Stelle s,
letztere an der Stelle p verschwindet, wihrend H eine lineare Function von He, Hg, Hy
ist. Man kann nun die drei Constanten so bestimmen, dass F> identisch Null ist; dann ist
F1G,,; = H; und da die rechte Seite dieser Gleichung an allen 7 Stellen verschwindet, G,,;
aber an den Stellen sz, A von Null verschiedene Werthe hat, so muss F} an den Stellen s,
A verschwinden. Daraus folgt aber, dass sich F; von F,,; nur um einen constanten Factor
fo unterscheiden kann. Wir erhalten also:

F1 = fOF%A; daher FIG%)L Zf()H}d =H.

Die geforderte Bestimmung der Coefficienten A, B, C ergiebt sich unmittelbar aus der
Formel

_1)B7le =
a%,y{( 1) fﬁquau} 0,

welche aus (a) durch Verdnderung von s in u hervorgeht. Danach muss
A= (_ 1)ﬁy‘afﬁyufﬂﬁlf%ylv B= (_ l)yamf’}’auf%ylf%alv
C= (=D P fop froafpa

sein. Daher ist:

Fi = foF,y = a% y{(_1)ﬁﬂafﬁwfualf%ﬁlf%ylF%a} )

Ll aghl

H = foH.z = (~1)""gv S y{(—1)M'“gﬁgyfﬁwfﬁwfﬁMfWHa} :

H bl
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Hierdurch ist die gesuchte Darstellung gewonnen, sobald die Constante f bestimmt ist.
Setzen wir nun in der ersten dieser beiden Gleichungen (x,y,z) = (ay, by, ¢y), so ver-
schwindet F},,, wihrend

Fain (=)W f, 5. Fugin (=17 fyq,,

ibergeht, so dass sich ergiebt:

()" fpato= S {OPIET g focn Foapn fpn Frae .

B
Oder:
fo= S A ORI i ey o |
= (—1)Pletrid (foruSaysfyufpsr — fpaufBysfoyufas)-

Nun ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn wir noch das Vorzeichen (— 1)1
hinzufiigen, nichts andres, als g, ; daher ist

fo=(=1)Fgy,

und somit:

1) H, ) = a.% Y{(—1)ﬁy"xgﬁgyfﬁzxfy%zf/swfﬁwHa}-

Vergleicht man dieses Resultat mit Formel (81) des ersten Theils, so erkennt man, dass die
Beziehung, welche zwischen H,,; , Ho, Hg, Hy besteht, genau dieselbe ist, wie die, durch
welche v,.3 , va, vg, vy verbunden sind. Daraus muss der allgemeinere Schluss gezogen
werden, dass iiberhaupt je vier der 28 Grossen H,, durch dieselbe Gleichung verbunden
sind, wie die entsprechenden Grossen v,,. Diese sind nun lineare Functionen dreier un-
abhingiger Grossen u, u’, u”, von der Form: v,, = apu + by’ + cpu”; umgekehrt konnen
letztere linear aus irgend drei der Grossen v, gebildet werden. Wenn wir nun drei Functio-
nen dritter Ordnung
H(x,y,z), H(x,y,2), H(x,y72),

definiren, welche aus drei der Functionen H,, ebenso gebildet sind, wie u, «’, u” aus den
entsprechenden Grossen vy,, so muss umgekehrt jede Function H(x, y, z),, sich durch diese
drei in derselben Weise darstellen lassen, wie v,, durch u, «’, u”’. Demnach erhalten wir fol-
gende Darstellung der 28 Functionen H,, durch drei von den Indices unabhéngige Grossen:

22) H, = a,H +b,,H +c,,H.
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§9.

Durch jedes lineare Aggregat der Grossen H, H, H ist eine homogene Function dritter
Ordnung dargestellt, welche an den 7 Doppelpunkten des Gebildes verschwindet. Setzen
wir ein solches Aggregat gleich Null, so schneidet die durch diese Bedingung definirte
Curve dritter Ordnung die Curve sechster Ordnung L = 0 in 3 - 6 = 18 Punkten. Daher
verschwindet jedes derartige Aggregat (welches wir eine allgemeine H-Function nennen
wollen) ausser in den 7 Doppelpunkten noch in 18 —2 -7 = 4 weiteren Punkten. Die letzte-
ren fallen paarweise zusammen, wenn die H-Function eine der 28 Grossen H,, ist, und diese
beiden Punkte, in denen H,,, ausser den allen gemeinsamen, noch zweifach verschwindet,
sind identisch mit dem durch den Index m bezeichneten Punktepaare. Denn nehmen wir
zuerst m = »A, so ist H, = F,,; G,,; . In dem Punktepaare »A verschwindet sowohl F,,;
als G,,;, daher verschwindet das Product in demselben von der zweiten Ordnung. Setzen
wir aber m = s, so folgt aus der Formel

GopGysGay = FapFysFppHe,

dass die Function H,, in dem Doppelpunkte s der Curve L = 0 von der dritten Ordnung
verschwindet. Denn jeder der drei Factoren des auf der linken Seite stehenden Productes
wird gleich Null, wenn (x, y, z) = (a, b., ¢,.) gesetzt wird, wiihrend die drei Grossen Fyg,
Fys, F, von Null verschiedene Werthe erhalten. Wir konnen also auch hier sagen, dass H.,
ausser in den Punkten 1, 2---7 noch zweimal in dem Doppelpunkte »r verschwindet.

Bilden wir also den Quotienten zweier allgemeinen H-Functionen, so erhalten wir eine
rationale Function der durch die Gleichung L = 0 verbundenen Grossen (x, y, z), welche
vom vierten (in speciellen Fillen vom dritten) Grade ist, da sie an vier Stellen verschwindet,
und an eben so vielen unendlich wird. Daraus geht hervor, dass die Gleichung

M(H,H, H) =0,

welche zwischen H, H, H besteht, von der vierten Ordnung ist. Fassen wir diese Grossen
als neue Verinderliche auf, und zwar als homogene Coordinaten einer Ebene, so ist M =0
eine Curve vierter Ordnung, und aH + bH + cH = 0 die Gleichung einer Graden, welche
diese Curve in vier Punkten schneidet. Setzen wir fiir a, b, c eins der 28 Systeme a,;,, by, i,
so fallen die vier Schnittpunkte paarweise zusammen; es sind also H,, = 0 die Gleichungen
der 28 Doppeltangenten dieser Curve, und wir sehen, dass den 28 Punktepaaren m in dieser
Curve die 28 Paare von Beriihrungspunkten der Doppeltangenten entsprechen.

Die Gleichung M = 0 lésst sich nun in mannichfachen Formen darstellen, bei denen
diese Eigenschaft der 28 Graden in Evidenz tritt, und die in naher Beziehung zu den ®-
oder o-Relationen stehen. In § 1 wurde ndmlich gezeigt, dass, wenn wir die sechs Zerle-
gungen m = ab, m = d'b’ etc. eines von 0 verschiedenen Index m in je zwei ungrade Indices
vornehmen, zwischen je vier der sechs Producte

0,0p, Oy Oy etc.
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eine lineare homogene Gleichung besteht. Nun ist nach Formel (16) allgemein fiir jeden
ungraden Index n:
06> =y, = H,H;

es muss also eine lineare Gleichung bestehen zwischen je vier der sechs Ausdriicke:

VHNH,VHANH,,  HoVHyVH, A H], ete.

Hierin ist allgemein

H, =a,H+b,H +c,H,
H,’l =a,H' +b,H + cnﬁ.

Nun ist das Werthsystem (H, H, H) unabhiingig von dem andern (H', H', H'); wir kon-
nen also dem letzteren einen willkiirlichen Werth beilegen, der nur der Gleichung M = 0
geniigen muss. Dieser Werth kann so gewihlt werden, dass einer der vier Ausdriicke ver-
schwindet. Daraus folgt, dass eine Relation bestehen muss zwischen je dreien der sechs

Ausdriicke:
vH,vVH,, HyVHyetc.

Daran kniipft sich noch eine andere Folgerung. Es seien a, b, ¢, d vier von einander ver-
schiedene ungrade Indices, deren Product abcd gleich dem Index O ist; dann ist das Pro-
duct dfz vier Wurzelgrossen \/PTa , \/ﬁb , \/I-TC , \/ﬁd rational durch die drei Verdanderlichen
H, H, H ausdriickbar, und zwar in der Form einer homogenen Function zweiter Ordnung.
Denn setzt man ab = m, so folgt aus der Voraussetzung abcd = 0, dass auch cd = m ist. Es

sei nun m = ef eine dritte Zerlegung des Index m in zwei ungrade Indices; dann ist nach
dem eben bewiesenen Satze v/ H, v/ H linear darstellbar durch H,v/Hj, und vV H.v/ Hy. Er-
hebt man in dieser Gleichung beide Seiten ins Quadrat, so ergiebt sich eine lineare Relation

zwischen
HaHb, HCHd, Her und v/ Ha\/ Hb\/ HC\/ Hd.

Damit ist der eben ausgesprochene Satz bewiesen.
Hieraus folgt z. B., dass das Product dgr Grossen VH,,, VHy, VH,yu, VHy, gleich

einer Function zweiter Ordnung von H, H, H ist; und da H 1H), u eine ebensolche Function
ist, so erkennt man, dass der Quotient

VAN _ Fa
VHVHy, Py

gleichfalls eine rationale Function dieser Grossen ist, die nur von den Verhiltnissen der-

F.
selben abhingt. In derselben Weise ldsst sich —% Jarstellen. Dadurch sind zwei in Bezug
#U
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auf x, y, z lineare Gleichungen gegeben, mit deren Hiilfe sich die Verhiltnisse dieser drei

Grossen rational durch die Verhiltnisse von H, H, H ausdriicken lassen. Es zeigt sich also,
dass die urspriingliche Gleichung L = 0 aus der neuen, M = 0, ebenfalls durch rationale
Transformation hervorgeht.

Die verschiedenen linearen Gleichungen zwischen den Wurzel-Functionen

vH,VH,, VHyVHyetc.,

deren jede als eine Form der Gleichung M = 0 angesehen werden kann, zerfallen in drei
Gruppen, je nachdem der Index m ein-, zwei- oder dreigliedrig ist. Fiir einen eingliedrigen
Index, m = s, hat man, den sechs Zerlegungen entsprechend, folgende Gruppe von sechs
Grossen:

fiir einen zweigliedrigen, m = »A:
VHaNHyy, VHg,VHg), VHypNHy, VHoNHy, VHNH),
und fiir m = »Au = afyo:

VH,VHy,, VHv Hl.t%v \ H,u\/H%/la \/Hﬁy\/Haéa
\/Hya\/Hl}S, \/Haﬁ\/HyS

Zwischen je drei Gliedern irgend einer dieser Gruppen besteht eine lineare Relation. Es
ist leicht, zu sehen, dass sich im Ganzen sieben solcher Gleichungen aufstellen lassen,
deren Form verschieden ist; davon gehort eine der ersten, zwei der zweiten und vier der
dritten Gruppe an. Diese lassen sich ohne jede Schwierigkeit aufstellen, da sie unmittelbare
Folgerungen der in § 5 entwickelten Identitéiten sind, wenn man die beiden Formeln des § 7:
H%HXG%/'l = RF%ﬂ,v
H\H,H3---Hy7 = R®

hinzunimmt. Ans der ersten folgt ndmlich, da F,,, G,,;, = H,,) 1st:
H H)H, ) = R(F,;).

Wir haben nun die Quadratwurzeln aus den 28 Grossen H,, zu bilden. Die Vorzeichen
der 7 Grossen v/ H,, mogen willkiirlich gewihlt sein; V/R bestimmen wir dann so, dass die
Gleichung

(23) VH\VHVH; - VH; = (VR)?
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gilt, und \/H_M so, dass

(24) VH.VHVH,; = VRF,,

ist. Dann folgt von selbst:

_ VRVH,
VH.VH)

Setzt man diese Ausdriicke fiir die Grossen F und G in die Gleichungen a bis g des § 5 ein,
so erhdlt man folgendes System:

(25) G%l

() S AP BV B | =0
(B) o5 AP HyHos | =0
© SoeyafspsVHgyVHas — frpyfrasVHyaVHgs
= (1) gy ey VH . VHy
(D) g/lflﬁyf/laS\/[_T#V H,, _gufuﬁyf,uocS\/H_lV H
= (1) gVl
(E) 5, {(-1 oIy | =0
() % {(_l)ﬁﬂagafocuv\/Ha%\/HaA} =0;
By
G JBscaVHasVHyp — fosa VHg,VHg),

= (_1)B|agygugvfwv VH,VH).

Von diesen Gleichungen giebt die erste die Form der Relationen der ersten Gruppe, die vier
folgenden (B), (C), (D), (E) die der dritten, und die beiden letzten die der zweiten Gruppe.

Wir bemerken noch, dass die Formel (19) auch dazu benutzt werden kann, aus den
Identitidten des § 5 andere abzuleiten, die zwischen Functionen der vierten oder fiinften
Ordnung bestehen. Von diesen ist eine bemerkenswerth, weil sie zu einer besonders einfa-
chen Relation fiihrt, die zwischen den Variabeln der beiden Gleichungen L =0 und M =0
besteht. Multiplicirt man ndmlich die Gleichung

S {—1 Al }:o
W ( ) Al

mit H,.H) Hy, und ersetzt H) H, G, , durch RF) ,;, so ergiebt sich:

ERCUEEIRE
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Der Ausdruck auf der linken Seite kann dargestellt werden als eine lineare Function

von x, v, z, deren Coefficienten linear in H, H, H sind. Letztere Grossen wollen wir fiir den
Augenblick als unabhingige Constanten ansehen. Setzen wir dann x = a,,, y = b,,, 7 = ¢,,,
so wird Fy;,. und F,;; = 0, wihrend (—I)A”VF;W gleich f;,, wird; daher geht die linke
Seite der obigen Gleichung iiber in

f%;wH% = f%lu(a%H—i—b%H—f— C%H).

Es wird also fiir x = a,,, y = b,,, z = c,, der obige Ausdruck identisch mit folgendem:

Foru(xH —l—yﬁ—i—zﬁ).

Dasselbe muss stattfinden fiir x = a,, y = by, z = ¢y, und fir x =ay, y = by, z = cy;
mithin miissen beide Ausdriicke {iberhaupt fiir alle Werthe der Verdnderlichen identisch
sein. Daraus folgt:

(26) XH + yH +zH = 0.

§ 10.

Ehe wir die Theorie der beiden Gleichungen L = 0 und M = 0 verlassen, wollen wir
noch eine lineare Beziehung zwischen den Differentialen der Grossen H aufstellen, von der
wir spéter Gebrauch machen werden.

Die Gleichung M = 0 wurde in expliciter rationaler Form nicht aufgestellt. Aus ih-
rer Existenz aber folgt, dass zwischen den Differentialen dreier Grossen Hy, Hﬁ, Hy eine
lineare Relation besteht:

AdHy +BdHg +CdHy =0,

in welcher A, B, C rationale Functionen der Grossen H bedeuten, die offenbar der Bedin-

gung

geniigen miissen. Man kann zu dieser Gleichung gelangen, indem man irgend eine der
Formen, in denen die Gleichung M = 0 gegeben ist, differenzirt. Wir wihlen die Form (E).
Das Resultat der Differentiation hat dann die Gestalt

A+B=0, oder A= —B,

A= S {(—1)’“‘%—% dH%},

WO

3,41

4

H,,
B= §. {(—1)“‘%\/£_ dHM} .

Au
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Beide Ausdriicke formen wir um. Den ersten zunichst dadurch, dass wir nach Formel (24)

\/_FML

VH), durch ———
u VHVH,

ersetzen; dadurch erhalten wir:

ae s Ly VRF,, dH,, |
%,/Lu \/H%\/Hl\/Hu

oder:

VHNVHVHuA= VR $ {(—l)l“‘”FludH%}.

7,0
Wenn wir auf die rechte Seite dieser Gleichung dieselbe Operation anwenden, welche wir
am Schluss des vorigen Paragraphen ausgefiihrt haben, so ergiebt sich:

%.f U {(_I)AM%F’“‘ dH”f} = f%lu (xdH —i—ydﬁ—l—zdﬁ)_

Fiir diesen Differential-Ausdruck fiihren wir eine besondere Bezeichnung ein:
Q27) xdH +ydH + zdH = A.

Danach ist

VHVH,VHA = f,3,VRA.

In dem zweiten Ausdrucke multipliciren wir jedes Glied mit dem Product

VH. NH)VHVH)  VH. VH, 5 = P.

Es ist alsdann

%—TZ — VNN o NN B o

= RF,, Fo;
mithin ist
PB=R § {(—1)W|%FMFWCJHM}.
3,A,U

Mit Hiilfe der Gleichung (21) lésst sich jedes der Differentiale dHj, w dHy,., dH, ), mithin
auch die ganze rechte Seite der Gleichung, durch dHy, dHp, dHy ausdriicken. Wir setzen:

%fu {(_I)MJ‘%F%;LF%” dHl“} = @1dHy + gDdeﬁ —|-§D3dHy,
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und beschrinken uns darauf, ¢; zu bestimmen, da die beiden andern Grossen daraus durch
Vertauschung des Index o mit 3, beziiglich 7, abgeleitet werden konnen. Nach (21) ist

dH;L# - a% Y{(_1)ﬁﬂagﬁg)/fﬁlufy/lufﬁy%fﬁyvdHoc} ;

daher ist

o1 =(—1)P ﬂaglig?/fﬁw%f ) {(—1)“‘ |%fB/lufWLufBWFMF%M} -

Yy

Wir betrachten nun die quadratische Function

Al
(p(x, s Z) = %57“ {(_1) a fﬁlﬂlelJfﬁY%F%/’lF%#}7

bei deren Umformung wir von der zwischen x, y, z bestehenden Beziehung L = 0 absehen.
Setzen wir nun F),, = 0, so reducirt sich die Summe auf das erste Glied. Zugleich aber
reducirt sich die zwischen F, 3, Fpy, Fj,, bestehende Gleichung auf folgende:

(—D)PH fg g Fop + (= 1)FP £, 2 Fgp =0,

oder
foapFoa = (=D)PARf 5 Fay .

Wir erhalten also, immer unter der Voraussetzung, dass £, = 0 ist:
A
(P(X, Y Z) = (_1>%‘ +ﬁ|”f%kﬂfylﬂf7ﬁ%FlBF%H'

Nun ist aber nach Formel (d):

#|A+ulB

fylufyﬁ%F/lﬁF%#_fylﬁfy%#F/luFﬁ%: (_1) 8a8vGav;

mithin, da F), u= 0 vorausgesetzt ist:
fylufyﬁ%F/lﬁF%u = (_1)%M+'u|ﬁgavaaV7
O(x,y,2) = —8a&vfauGav-

Diese Relation ist hergeleitet worden unter der Voraussetzung Fj,, = 0. Es ist aber leicht
einzusehen, dass sie identisch bestehen muss. Denn sowohl die rechte als auch die linke
Seite ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices s, A, u. Es muss also

o(x,y,2) +8a8vfianGav
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theilbar sein durch die drei linearen Functionen F ,, Fy;. und F,;. Da dieser Ausdruck
aber nur von der zweiten Ordnung ist, so folgt, dass er identisch Null sein muss. Setzen wir
den so gefundenen Werth von ¢(x, y, z) ein, so folgt jetzt

¢ = _(_1)ﬁy‘agagﬁgygvfxlufﬁvaav~
Daraus ergeben sich ¢, und @3 durch Vertauschung der Indices «, 8, y. Nun war:
PB = R(¢1dHy + ¢2dHg + @3 dHy);

mithin ergiebt sich:

—PB = 8agﬁgygvf%AuRa% {(— D)P1I f5 Gay dHa} ;

WM

PA=fa, \/I_e\/H,W\/HW\/H%l A;

und da A = —B ist, so folgt:

VHL NN,
S L (=P GovdHy b = AL A S 2N
aﬁ,y{( V7 fprvGay “} 2a8pgy8vVR

Wir ersetzen in dieser Formel noch

RF, dH
Gy durch zlv , und % durch d logHy;

ottty o
dadurch ergiebt sich schliesslich:
Hy VHy,.VH, ; H
(28) s {(=1)P" 5 FoydlogHy | = VHuV iy VA,
a.B.y gagﬁgygv(\/ﬁ)

wo das Differential A durch die Gleichung (27) definirt ist. — Aus dieser Formel l&sst sich
nun leicht eine Relation zwischen dlog Hy, dlog Hg und dlog Hy herleiten, z. B. dadurch,
dass man v mit s vertauscht, und aus den beiden Gleichungen, die man so erhilt, A eli-
minirt. Aber wir begniigen uns mit dieser einfacheren Formel, die fiir spéitere Zwecke aus-
reicht.

§ 11.

Durch die bisherige Untersuchung sind die Quotienten je zweier ungraden ¢ definirt
als algebraische Functionen zweier den Gleichungen dritten Ranges: L =0 und L' = 0
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geniigenden Werthsysteme x : y: zund X’ : ¥’ : 7. Nimmt man das letztere als constant an,

betrachtet also den Quotienten Fm als abhingig von (x, y, z) allein, so ist

n
On _ VHn

=cC

O vH,’

wo c¢ eine Constante bedeutet. Der Quotient — wird an zwei Stellen Null, an zwei Stellen
n

(o
unendlich, beides von der zweiten Ordnung. Der Quotient ?m hat daher, obgleich er keine

rationale Function ist, doch an jeder Stelle des Gebildes dennCharakter einer solchen, und
wird an zwei Stellen Null von der ersten Ordnung, an zwei andern ebenso unendlich. Ferner

ist das Quadrat eines Quotienten —- eine rationale Function, und in gleicher Weise das
n

) o, O ) .
Product mehrerer verschiedener ga, G—C etc., wenn nur zwischen den Indices a, b, ¢, d etc.
b Od
die Bedingung stattfindet, dass der aus allen zusammengesetzte gleich dem Index O ist.

Dieselben Eigenschaften zeigen diese Quotienten, wenn wir sie als abhéngig von (X', y', ')
auffassen.

Es sind nun zunichst, wenn wir die Bedingung zwischen den Grossen L, durch wel-
che die Veridnderlichkeit der Argumente beschrinkt wird, beibehalten, zwei Aufgaben zu
losen: erstens, den Quotienten zweier graden o, und dann: den Quotienten eines graden
und eines ungraden, als algebraische Functionen der beiden Grossensysteme (x, y, z) und
(x', ¥, 7) darzustellen, und deren Eigenschaften zu bestimmen. Wir haben also jetzt Rela-
tionen zwischen den graden und ungraden ¢ aufzustellen. An solchen Beziehungen zwi-
schen diesen 64 Grossen ist ein sehr betrdchtlicher Reichthum vorhanden; und wenn es
nur darauf ankédme, iiberhaupt Ausdriicke fiir die gesuchten Grossen aufzustellen, so wiirde
diese Aufgabe rasch gelost sein. Aber diejenigen Darstellungen, welche man durch directe
Elimination erhilt, lassen nicht sammtliche wesentlichen algebraischen Eigenschaften die-
ser Grossen unmittelbar erkennen, deshalb muss die Untersuchung einen etwas ldngeren
Weg einschlagen.

Wenn man in der zwischen vier Producten ungrader Theta-Functionen

®au®aw ®ﬁu®ﬁw ®Y,LL®YV7 ®Ay®xv

bestehenden linearen Gleichung die Argumente vermehrt um dasjenige halbe Periodensy-
stem, welches zum Index Au gehort, so verwandelt sich dieselbe in eine lineare Relation
zwischen

OurOBysy,  OparOyase, Oy B, OpBpy.

Man erhilt diese Gleichung aus der Fundamental-Formel (1), indem man dort

k=A, I=Auv, m=sxu
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setzt. Wir erhalten dann, da k/ ein ungrader Index ist:

7
Z [(—l)(la’l”va’%ua)ca%uca%v Our Oaipuv| =0
a=0

Hier verschwinden diejenigen Glieder, die den Werthen der Summationsbuchstaben: o = 0,
», W, v entsprechen; wenn wir also mit «, 3, Y die von s, A, i, v verschiedenen primitiven
Indices bezeichnen, so sind dem Summationsbuchstaben die Werthe A, o, 3, ¥ beizulegen.
Wir erhalten somit:
0
(_ 1)( ,[JV,(XﬁW)C%Auc%AV G2 ®/,w

+aSﬁ y{(_1)(/la,/luva,AVﬁ7)ca%uca%v Oy ®Bw} —0.

Nun ist fiir (0, uv, ofyv):
K=v, L=0, M=0;

daher:
0, uv,afyv)=afyv|uv+uv|apyv=1mod 2.
Fiir das Zeichen (A, Auvoe, AvBy) dagegen ist:

K=Av, L=A, M=Aq;

und da
Auva | AvBy+AvBy| Auva =0 mod 2

ist, so erhalten wir:
(Aa, Auva, AvBy)=Av|Aa+A | Auvo+ Ao | AvBy.
Fir Av | Ao kénnen wir setzen: 1+ A« | Av; daher fiir
Av]iAdo+Aa | AvBy: 1+ Aa| By,

oder:

1+A|By+o|By.
Wir erhalten daher:

(Aa, Auva, AvBy)=1+a|By+A|By+A | Auve.
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Nun ist
A|BYy+A|Auva=A | AuvaBy=2A | s,
o|By=pr|a;
mithin:
(Ao, Auva, AvBy) =144 | s+ By | oo mod 2.

Wenn wir nun in die obige Gleichung die Grossen o einfithren, so erhilt dieselbe, nach
dieser Bestimmung der Vorzeichen, folgende Form:

S {(—l)ﬁﬂa_eaﬂﬂeaﬂveﬁwlal

By Ga/lcﬁyz} = (_I)M%GOGMV-

€Au€srxly ! uv
Wir haben jetzt den Coefficienten

—ea%uea%veﬁy%lal

I =¢
€ Au€sxrviuv
in eine Function der unabhiingigen Parameter umzuformen. Zunéchst ist nach Gleichung
(79) des ersten Theils:
lap _ 8agalulvenv,
luv  gugvlalyeqn ’
setzen wir nun

CaxuCaxveBfy;€uvey E

9
€ An€rxiveal

so ist demnach:
0= —8a8xlulv
gu8 vlalyey,
oder, da nach Formel (69)
elli =—r"I’g,
ist: Lo
0= ;f“locg)L . ‘2
u8via
Wenn wir in dem mit E bezeichneten Quotienten die Producte ey, eyv, €; in ihre
Factoren entwickeln, so heben sich alle Factoren des Nenners gegen solche, die im Zihler
enthalten sind; es bleibt iibrig ein Product von 16 Factoren, das sich in vier Theile zerlegen
Idsst:

By CBYALEBxACysds EBALCBAVEBUVEALLYS

CospCaosveauvesuv, CyruCydveyuveipuv-
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Diese vier Producte sind nach den Formeln (51) und (64) beziiglich gleich:

rlal,ulvfomv, rlylal%fya%a
”lﬁlyllfﬁyb rl(xlﬁl%faﬁ%-

Das Product aller ist also:

E = r4lg‘l§172,13,1,1l,ulvfocuvfﬁy)tfya%faﬁu
B r4lzlafa”vfﬁy,1fya%fa[)’%_
- Lluly ’

mithin:
. gocfauvf[}y/lfya%faﬁ%
Su8v

Q

Jetzt konnen wir die Gleichung in ihrer entwickelten Form hinschreiben:

(29) a% y{(_1)ﬁy|agafa/3%fay%fauvfﬁy/lGa/lo'ﬁyz} = (_1)M%gugv005uv-

Multipliciren wir dieselbe mit

O-a O-ﬁ G')/G%GA
(o)) ’
und fiihren die neue Bezeichnung ein:
0,.0), Gll G%l/.i o
GO %lu )

so erhalten wir zwischen den drei Grossen @gy,., Wyas, Ogp,. folgende lineare Gleichung:

(30) S {(_1)ﬁY|agafaBzfay%fauvfﬁy/l(Poulmﬁy%} = (_1)M%gugv%uv7

aB.y

in welcher fiir die Grossen ¢ und ) ihre Ausdriicke durch (x, y, z), (x', ', Z'), ndmlich

Qor = FakF(;p Xuv = G[,LVG;.LV

einzusetzen sind.
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§ 12.

Wir wollen im Folgenden x/, y/, 7/ als unverinderliche Grdssen betrachten, so dass sich
©g von Fyj, Xuv von Gy nur um constante Factoren unterscheiden. Aus der entwickelten
Relation zwischen den Grossen @gy,., Oyas., Wgp,. lassen sich zwei neue Gleichungen
zwischen denselben Grossen dadurch ableiten, dass wir A mit g und v vertauschen.

In allen drei Gleichungen sind die Coefficienten von @gy,., @y, Wgp .. lineare homo-
gene Functionen von x, y, z, und zwar verschwindet bei allen dreien der Coefficient von
®gy,. im Punkte o, der von @y, im Punkte 3, der von @,g,, im Punkte y. Ferner steht in
allen drei Gleichungen auf der rechten Seite eine homogene quadratische Function, die in
den vier Punkten a, 3, 7, » verschwindet. Wenn wir diese drei Gleichungen mit willkiirli-
chen Constanten ¢, , ¢y, ¢y multipliciren und addiren, so muss die resultirende Gleichung

AWgy,. +BWyg; +CWyp,, =D

dieselben Eigenschaften haben. Wir kénnen nun, da A eine lineare Function von x, y, z
ist, die im Punkte & verschwindet und drei willkiirliche Grossen ¢, ¢y, ¢y enthilt, diese
letzteren so bestimmen, dass der Coefficient A identisch Null ist. Dann reducirt sich die
Gleichung auf folgende:

Bwyg;. +Cgp,. = D.

A, B, C, D sind durch folgende Ausdriicke gegeben:

A= (=110 fopoctar, S {ertfauvfpnFonFar}
B= (—1)mmg/}fﬁwfﬁaom/1 ﬁ ; {C/lfﬁuvfya/lF[;)LFﬁk} :

C= ()P frafype, S {enfruvfupFaFin }

)

YNTRY

Hier sollen ¢y, ¢y, ¢y so bestimmt werden, dass A identisch gleich Null wird. Nun besteht
nach Formel (a) zwischen Fy, Foy, Foy die Identitit:

S {(—l)w'lfaquaz} =0.
YNTRY

Mit dieser muss die Gleichung A = 0 identisch sein; daraus folgt, dass wir

CL = C(_l)“v‘lfﬁwfﬁva&yF(;w
e =c(—=1)"MH fg, faya Fon Fip.
cv = (=M g0 foyuFanFou
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zu setzen haben.

Dem Factor ¢ konnen wir einen beliebigen Werth beilegen. Im Uebrigen sind jetzt B, C,
D bestimmte Functionen von x, y, z, deren Ausdruck wir vereinfachen miissen. B ist linear
dargestellt durch Fga, Fgus Fpy; wegen der Relation, die zwischen diesen Grossen besteht,
muss sich B auch in dieser Weise ausdriicken lassen:

B= BlFﬁ/.t —l—BzFﬁv.
Um nun B; zu bestimmen, haben wir (x, y, z) = (ay, by, ¢y) zu setzen; dann wird einerseits

B = (_1)V|ﬁ“fﬁuv31,

andrerseits, da

Fgp in (—1)"PA fg5, Fgyin (=1)"PH g5, Fg, in0

ibergeht:
B= (_1)ngﬁfﬁwfﬁa%gu {(—1)v|mcxfmvfﬁuvfyaﬂ’éx} :
Dabher ist:
(_1)v\ﬁ#31 = <_l)mlﬁgﬁfﬁwfﬁ“%fﬁ“,{?y {(_1)vlﬁflc1fmlF[§A} .
Setzt man hier fiir ¢, seinen Werth ein, so verwandelt sich

S {(_Uv‘ﬁlc/lfya/lFél}

A
in
Cfﬁva(;vlS” {(_1)V‘BkJruvayﬁufyalFékFém} )
oder, da
VIBA+uv|iA=p|A+o|B+av|p mod?2
ist, in

0 fpFa S {0 fypy fro Fa o |

)

Der Formel (c) zufolge ist aber:

ASIJ {(_1>a|ﬁ+”|1fyﬁufyalFﬁ,}LF&N} = g%va;[v;
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daher folgt:
(—1)VPrBy = (1) Pgp f5. faasefpave(—1) P f5.0 i 8,80 Gy,

oder da
viButya|B+av|[B=vip+v|p
ist:
B, = C<_1)Y|B+v|ugﬁg%giﬁy%fBa%fBlvfﬁvaolszlxv-

Den andern Coefficienten B, erhalten wir aus diesem durch Vertauschung von y und v. Es
ist also:

B = C(_l)ylﬁgﬁg%fﬁy%fﬁa%‘fv { (— l)v‘ugiﬁyva/lvF(;vG;er/%u } .
Der Ausdruck C entsteht aus B durch Vertauschung von 8 mit 7. Es ist daher:
C= C(_l)mygyg%fﬁy%fya%usv {<_l)vwgvfﬁyvfylvF(;levaw} .

In dhnlicher Weise lésst sich D umformen. Dieser Ausdruck ist zunichst linear durch
Guv,Gyy, Gy dargestellt; da aber zwischen diesen drei Grossen ebenfalls eine lineare
Relation besteht, so muss D auch auf diese Form gebracht werden kdnnen:

D :DlG)Lv"i_DZG)L,u-

Hier konnen wir D; wiederum dadurch bestimmen, dass wir (x, y, z) = (ay,by,cy) setzen;
dadurch geht

—1)VIuv _1)VIAv
Guy in #, Gy in L, Gy in0
8v 8v
iiber; demnach erhalten wir:
(Vi Al )
D= S { —)Abtvinve o G },
2 o (—1) A8ubyy

oder, wenn wir fiir ¢) seinen Werth einsetzen:

(_1)v|/lv

oy Dy = Cfﬁvaézv/lSu {(_1)l‘%+v|”v+“vllgufuﬁpr/LaGLv} :

Nun ist
A+ v|uv+uv|A=14+Au|2v+Asx|U;
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daher ist:
AV+A A
Dy = _(_1)‘}‘ v “'xvcgvfﬁwFécvlSu {<_1) %‘ugufuByF;,/LaG;w}-
Nach der Formel (f) ist aber:
Az x| A
(=1) ‘ugﬂfuBYF/mGluij (—1)#~ 8112710 Cov
"’(_l)lﬂl%g%fzﬁyF;aGlzv =0;
daher ist
D, = (_1)VMV+ML‘vchfovF(;vg%f%ﬁyF;/zaGlzva
oder, da
VIAV4HAu|v=1+v|uist
Dy = _(_1)V‘“Cg%gvfﬁy%fﬁwF&%Ft;lexv'

Der andere Coefficient, D», ergiebt sich durch Vertauschung von u und v. Es ist also:
D= _Cg%fﬁy%F&%ﬂSv {(_I)ngVfoch;vG;vG/lv} .
Wir setzen nun
H,
8| By '

Dann erhalten wir die drei Coefficienten unsrer Gleichung ausgedriickt durch folgende
Formeln:

c— (_1)9/\[3

B=8pfpa s, {(—1)V\HgvfﬁwfﬁlvF&vG'%vH'%Fﬁu} ,

—C= gyfya%MSv {(—1)VlﬂgvfﬁwfﬂvFo’wG’%vH;Fw} :

)

D= =1/, § {(=1)" Mgy fppFanGryHGry b

e
oder, wenn wir fiir den Augenblick
(="M ey fpFay Gy H, =11, (=1)*V gy fayu Fa G Hl, = 12
setzen:
B = gg fBas(fpavEpurt + feauFpvr2),

—C= 87fya%(fyAvau”l +fyAquvV2)7
D= (—1)PIF},_(Gyyri +Gayra).
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Ans dieser Darstellung geht eine eigenthiimliche Relation zwischen diesen drei Grdssen
hervor. Es ist ndmlich, der Formel (d) zufolge:
gﬁfﬁomfﬁ/lvGﬁu - g}/f}/a%fy),va = (- 1>ﬁ|yFa%F)Lv-

Wenn man nun, was nach (19) erlaubt ist:

RF, RF,
Ggy durch —P% G, durch — &
HgH,

u HyHy
HyH,.G HyH,G
Fy,. durch %, F;,, durch %

ersetzt, und beachtet, dass das Product aller Grossen Hy, gleich R3 ist, so erhilt man fol-
gende neue Formel:

86 fBasefpavHyFpu — 8yfyasfyavHpFyu = (—1)PGq.Gy .

Hieraus folgt:
BHy+CHp = (—1)P "G ,.(Gyyr1 + Gayra);

mithin ist: ,
D=-"%*%(BH,+CHpg).
G ( 4 B)

Dadurch erhalten wir die Gleichung

/

F,
Ba)ya%+ca)aﬁ% - Ga% (BHy+CHB>,

(09724

H,F) HgF,,,
B<(O/ya%— (’); (X%> :—C (wﬁa%— (ﬁ; “ ).

oder:

(0924 ax

Fiir die beiden linearen Functionen B und —C, von denen die letztere aus B durch Vertau-
schung von B mit y hervorgeht, wollen wir nun eine bleibende Bezeichnung einfiihren. Die
urspriingliche Darstellung von B war symmetrisch in Bezug auf die Indices A, u, v, die
neue in Bezug auf A und y; daher wird B durch die Vertauschung der vier Indices ¥, A,
W, v unter einander nicht gedndert. Ausserdem aber wird dieser Ausdruck auch dadurch in
seinem Werthe nicht geéindert, wenn man o mit »¢ vertauscht; dies zeigt die zweite Form,
denn wegen der Gleichung L' = 0 ist

FO/CVG/%VH/% = Fylsziva&'

Wir konnen also den Ausdruck B bezeichnen durch die beiden Indices 8 und o sc. Setzen
wir
B= MB,OC%;
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SO ist
—C= My,om;

daher geht unsere Gleichung iiber in folgende:

H,F! HgF]
Ga% GOC%

Hieraus folgt, dass der Quotient

Gwa)ﬁa% — HBF&%
GOC%Mﬁ,(X%

einen vom Index B unabhingigen Werth haben muss. Diese vorldufig noch unbekannte
Grosse bezeichnen wir durch P, ,,. Dann erhalten wir:

H[;F(;%

31 —
(1) 0B o3¢ Goor

— Pa%Mﬁ’a%.

Hier bedeutet Mlgﬂ .. eine lineare Function von x, y, z, die im Punkte 8 verschwindet, und
die durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

(32) M e = 88pase S, { (1" ¥ g0y lpnnFios G Fpy

§ 13.

Um nun die Grossen Py, zu bestimmen, vertauschen wir in der Gleichung (31) o mit
B. @g .. bleibt dann ungeiindert; es ist also

HyFoe o Mal,
Gas 0P e GB%

+PpsMa e
oder: .
HocFlg% HBF&%
Gpe  Gos

Zunichst formen wir die linke Seite dieser Gleichung um. Diese ist gleich:

= P(x%Mﬁ,a% - PB;»:M(X,B%'

HoH,Go.Fy, — HgH,.Gp . Fy,,

H%GO{%G[}% ’

oder, da
HoH, Gas = RFy;, HgH,.Gg, = RFp,,
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ist, gleich:
R(FOWF[Q% —Fg..Fg,.)

H%G(X%Gﬁ% ‘

Der Factor des Zihlers
Fou Py, — Fp.Fo

ist offenbar eine lineare Function von x, y, z, die in den beiden Punkten (x/ Y, 7 ) und
(@, b, c;,) verschwindet. Wenn wir also die Determinante

(33) Xy 7

mit F,, bezeichnen, so muss
Fa,{Fé% — Fp, Fy, = cF,

sein, wo ¢ eine Constante bedeutet. Um diese zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) = (ag, bg,
cB); dann geht

Fosein (—1)P1fop. Fin (-1)"PF} . Fg,in0
iiber; dadurch finden wir
¢ = (_1)a|ﬁfaﬁ%'
Es ist also
(34) FoscF,, — Fp. Fo, = (—1)"P fop, F,..
Durch diese Umformung erhalten wir folgende Gleichung:

(=P fop, F.R
H%G(X%Gﬁ% ’

PoseMp o5 — PpscMo psc =

Wenn man in dieser o und 8 mit einem dritten Index 7y vertauscht, so muss man zu einem
System dreier Gleichungen mit den Unbekannten Py, Pg,., Py;. gelangen. Vorher wollen
wir die Gleichung noch dadurch reduciren, dass wir von dem Ausdruck Mg 4, den con-
stanten Factor gg /3¢, absondern:

(39) Mp oc = 88 SBasMB s
Ferner setzen wir zur Abkiirzung:
F..R

0. (_1)oBlrals _
H%G(x%Gﬁ%Gy;{ o, ( ) €
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Da ¢ ein alternirendes Zeichen ist, so ist gleichzeitig:
(—D)¥B = (—1)2Blve (—)BIY = (—1)Brl@e ()@ = (—1)7*IBg,
Demnach konnen wir folgende drei Gleichungen aufstellen:
8vPgMy e — 8pPrMp e = (—1)P1€Gos 0,
(—

(36) gOCP}/%MOC,Y% - gyPomMy,om = 1)ya‘ﬁ8GB%Q,
gBPO!%MB,a% - gocPﬁ%Mo@ﬁ% = (—l)aﬁwé‘Gy%Q.

Wenn wir diese der Reihe nach mit

gafarpFav, 8pfpaufpvs  SyfyauFyv

multipliciren und dann addiren, so ergiebt sich, der Formel (f) des § 5 zufolge, auf der
rechten Seite Null; auf der linken ein Ausdruck von der Form:

APy, + BPg,, +CPy,..

Hier ist
A= gﬁgy(fy/lquvMﬁ,om - fﬁ/l,uFﬁvMy,a%);

die beiden andern Coefficienten entstehen aus diesem durch cyklische Vertauschung der
Indices a, B, y. Nun ist, wenn wir zur Abkiirzung wieder die beiden Grossen ry und r, des
vorigen § einfiihren:

Mg o = feavFpurt + fpauFpvra,
My,om = fyAvaurl +f7/l,uFYVr2'

Daher erhalten wir:
A = gggyrt (FayuSapvEFBuFyy — fapufinwFrulpy)-

Der in die Klammer eingeschlossene Ausdruck ist, nach Formel (c), gleich
(=1)BIr Ve e, Gy, ferner ist

r= (_1)‘/‘“gi[3va&le;sz;;
mithin ergiebt sich:

A=—(—1)Pg0858y2.:8vG o H. f5yvFiyGase-
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Das Zeichen (—1)P!7 kénnen wir wieder ersetzen durch (—1)#71%¢, und die Gleichung
APy +BPg,,+CPy,, =0
dividiren durch den allen Coefficienten gemeinsamen Factor

—£808p8y8x8vG  H,,.

Dann erhalten wir:

_1)\B7e / _
(x:z,y{( 1) fﬁWFavGa%Pa%} 0.

Setzen wir nun fiir den Augenblick
PosGase =X, Pp,.Gg,. =Y, PpGy.=Z,
so besteht zwischen diesen Grossen eine Gleichung
ciX+cY+e3Z2=0,
deren Coefficienten nach Formel (a) der Bedingung geniigen:
c1+cr+c3=0.

Es ist also
ci(X=Z)+c(Y—-2)=0.

Wenn wir hier den Index v mit u vertauschen, so erhalten wir eine zweite Relation:
¢ (X ~Z) + (¥ ~2) =0,

und da die Determinante der Coefficienten clc’2 — czc’1 offenbar von Null verschieden ist,
so folgt:
X=Y=Z.

Es zeigt sich also, dass das Product Py,,G ;. €inen von den Indices &, s unabhéingigen
Werth hat. Wir konnen demnach setzen:

P
37 P,=—.
Die Bestimmung der 21 Grossen P, ist dadurch zuriickgefiihrt auf die einer einzigen, von
den Indices unabhédngigen Grosse P. Diese wird nun sehr leicht dadurch bestimmt, dass

P
wir in irgend einer der Gleichungen (36), z. B. der letzten, Py, und PB ,. durch G G
(0474 ﬁ 24
ersetzen. So ergiebt sich
— — F..R
M — M —(—1)\%IB x
gﬁ Ga% ﬁ,a% gaG . a,ﬁ% ( ) Ga%GB%H%’
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oder:

— — F..R
(38) (~1)*P(85Gp.Mp o~ 8aGorsMapr) = prr
»
Die linke Seite dieses Ausdrucks konnen wir in der abgekiirzten Form schreiben:

SV aGatap. )

und da A_/Ia, B hach (32) und (35) gegeben ist durch den Ausdruck:

M(x,ﬁ% = uk?v{(—l)v“gvfayvfakaévG;vH;Fau} )

so erhalten wir folgende Gleichung:

F..R

(39) S S {(—1)ﬁ|O‘+V|”gagvfocvyfawlF[;vG/;{vFauG%Ot} = m

o,f 1,V

Hierdurch ist der Factor P bestimmt.

Auf der linken Seite steht hier eine ganze Function von x, y, zund X', y, 7, die, wie die
Gleichung zeigt — und wie auch leicht aus ihrer Zusammensetzung zu erkennen ist — von
dem Index s¢ allein abhiingt. Diese bezeichnen wir durch €,,. Es ist also die Function Q,,
definirt durch folgende Gleichungen:

HL,Q, = (—1)"P (g5Gp,,Mp o, — 86GaxMy p..),
Q.= 58 {(=1P1Weogy favyfonr Fpy GluFanGora |

OC7B u,v

(40)

von denen die zweite mit der ersten gleichbedeutend ist. Ferner fithren wir nicht den Factor

P als neue Function ein, sondern den Quotienten 7’ welchen wir mit J bezeichnen. Diese

Function ist dann, der Formel (39) zufolge, definirt durch die Formel:

_ HLHLQ,

41 J
(41 o

und es beruhen darauf, dass der Werth dieses Quotienten unabhingig von dem Index s ist,
wesentliche Eigenschaften der sieben kubischen Functionen Qp, 5 ---€7. — Endlich ist
der gesuchte Factor Py, gegeben durch die Gleichung:

R

42 Pose = .
(42) T
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§ 14.

Setzen wir diesen fiir Py, gefundenen Ausdruck in die Formel (31) ein, so erhalten wir
zundchst:

JHBF&%—FRM&O‘%
JGos. .

Hier multipliciren wir Zihler und Nenner mit F,, und ersetzen JF,, durch H, H ;Q 5. Dann
wird

WOy By =

HﬁH%H;Q%F&% + RF%MB@W
Gos Q2 H H, ’
Ferner entwickeln wir den Zahler dieses Ausdrucks dadurch, dass wir fiir H ;Q% den in der

ersten von den Gleichungen (40) angegebenen Werth setzen, und gg fg %A_/[ﬁﬂ 5 fUr Mg g,
einfithren. Dann erhalten wir fiir die Zihler folgende Darstellung:

WOo e =

(—1)“PHH,F},,(85Gp,Mp gc — 8aGaxMy p)
+ gﬁfﬁa%RF%MB’a%,

oder:

(Rfﬁa%F% + (—l)alegH%Gﬁ%F(;%)gﬁMﬁ,a%
—(~)*PHgH, Gy, Fly.8aMy .-

Nun ist nach Formel (34):
fpasFu+ (=) PRy, Fl = (—1)PFy.Fy,.
Multipliciren wir diese mit R, und setzen
HgH,.Gg,, fir RFg,,, HoH,.Go fir RFy,,,

so folgt:
RfopscFo+ (—1)PHRH, Gy, F),, = (—1)“|BHaH%Ga%FI§%.

Dadurch geht der fiir den Zahler aufgestellte Ausdruck in folgenden iiber:

(— 1)a|BH%Ga%(gﬁHaF5%MﬁW —8aHpFy, My p,.).-

Dieser Ausdruck ist durch H,,, Go,. und — da die Grossen Mg ,,, und My, g, den Factor
H!, enthalten — durch H, theilbar. Wir erhalten also @, B dargestellt in dieser Form:

Q%,(xﬁ
Q,

43) Oups =



Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 93

wo €, 44 eine biquadratische Function ist, die durch die beiden gleichbedeutenden For-
meln definirt ist:

H;Q%aﬁ - (_l)aw (gﬁHaFé%Mﬁ,a%_gOtHﬁF(;%Maﬁ%)a

Qap= 5,5, [ 1P Moy fupe Far oy Gy g Fo }

(44)

Die Definition des Nenners ist durch die entsprechenden Formeln (40) gegeben.

Wir miissen jetzt, nach diesen formalen Entwicklungen, auf die Eigenschaften der zur
0,,0, 0 u (o) u

Darstellung der Grossen o, , = verwandten Functionen € genauer einge-

(o))
hen.

Q,, ist eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme (x, y, z) und (x',y’, 7).
Dies geht so hervor. Wenn man in dem viergliedrigen Ausdruck (40) die beiden Indices
o, B mit u, v vertauscht, so erhilt man genau dasselbe, wie dann, wenn man die beiden
veranderlichen Werthsysteme vertauscht. Nun ist aber Q,, von dem Index s allein abhén-
gig, behilt also seinen Werth, wenn die iibrigen Indices beliebig untereinander vertauscht
werden. Daraus geht hervor, dass Q,, auch dann seinen Werth nicht dndert, wenn (x, y, z)
mit (x', ', Z') vertauscht wird.

Nun ist @qg,, selbst eine symmetrische Function der beiden Systeme von Variabeln.
Denn da man in der Gleichung (30) die Indices A, u, v vertauschen kann, so hat man ein
System von drei Gleichungen, mit Hiilfe dessen man @,g,, rational durch die Grossen L,
welche symmetrische Functionen sind, darstellen kann *). Folglich muss auch Q,, ;g €ine
symmetrische Function sein. — Die Grosse J dagegen muss alternirend sein, da F,, eine
alternirende Function ist.

Betrachten wir nun diese Functionen als abhéngig von (x, y, z) allein, so ist offenbar
Q). dargestellt durch eine homogene kubische Form, die an allen Stellen 1, 2-- -7, mit Aus-
nahme der Stelle 5 verschwindet, Q,, ;5 dagegen durch eine biquadratische Form, die an
allen sieben Stellen ohne Ausnahme verschwindet, und zwar an den Stellen o, 8 von der
zweiten, an den iibrigen von der ersten Ordnung.

Die Curve L = 0 wird nun von der Curve Q,, = 0, ausser in den sechs von ¢ ver-
schiedenen Doppelpunkten, noch in 18 —2 -6 = 6 andern Punkten geschnitten. Aus der
Gleichung (41) folgt:

H,H,Q,, HAH,{QA
F, F

oder:
H%H;Q%F;L = HAH/’IQ;LF%.

*) Durch diese Elimination kommt man genau zu derselben Darstellungsform der Grossen @. Aber fiir
die weiterhin wichtige Formel (41) wiisste ich auf diesem Wege keinen Beweis anzugeben.
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F,, = 0 ist die Gleichung einer Graden, welche durch den Doppelpunkt sz und den willkiir-
lichen Punkt x/, y/, 7 gelegt ist. Diese schneidet die Curve sechster Ordnung noch in drei
andern Punkten, die wir mit »¢;, 515, 3¢5 bezeichnen wollen. Ist nun F,, = 0, so muss auch
die linke Seite dieser Gleichung verschwinden, und da offenbar weder die Linie H,, = 0,
noch F) = 0 durch die drei Punkte ¢, 35, 223 hindurchgeht, so muss in denselben Q,, =0
werden.

Es muss aber Q,, noch in drei andern Punkten verschwinden. Der aufgestellten Glei-
chung zufolge muss alsdann mit ,, zugleich einer der Factoren der rechten Seite H;,
F,, verschwinden. Nun verschwindet die Function A nur in den Doppelpunkten, F;, nur im
Doppelpunkte sz, dem Punkte x’, y/, 7 (in welchem Q,, offenbar einen von Null verschie-
denen Werth hat) und den schon erwihnten drei Punkten sy, 515, s23. Folglich muss in den
neuen drei Punkten Q) verschwinden. Hieraus geht hervor, dass diese drei Punkte, die wir
durch (I), (I), (IIT) bezeichnen wollen, allen sieben Curven Q,, = 0 gemeinschaftlich sind.
Die wesentlichen Eigenschaften der Functionen Q,, sind also in folgendem geometrischen
Satze ausgesprochen:

Nimmt man auf der Curve sechster Ordnung L = 0 einen Punkt willkiirlich an, und legt
durch diesen und einen Doppelpunkt s eine grade Linie F,, = 0, so schneidet diese die
Curve L = 0 in drei ferneren Punkten sz, s, 3. Legt man nun durch diese drei Punkte
und die von s¢ verschiedenen Doppelpunkte eine Curve dritter Ordnung ., = 0, so trifft
diese die Curve L = 0 wiederum in drei ferneren Punkten. Diese sind unabhiingig davon,
welchen der sieben Doppelpunkte >z man gewdhlt hat, also allen sieben Curven Q,, = 0,
die man construiren kann, nachdem der willkiirliche Punkt fixirt ist, gemeinsam.

Die Nullpunkte der Function ,, sind also folgende: Erstens die sechs von ¢ verschie-
denen Doppelpunkte; zweitens die Punkte s, 51, 73, in denen F,, verschwindet; drittens
die von dem Index s unabhéngigen Punkte (T), (IT), (IIT). Es ldsst sich nun zeigen, dass in
den drei Punkten »¢;, 515, 23 nicht nur der Nenner, sondern auch der Zahler des fiir 0,08
aufgestellten Ausdrucks verschwindet. In diesen Punkten ist nimlich

Die letztere Bedingung ldsst sich, der Formel (34) zufolge, so schreiben:
FoFp,, — Fp.Fg,, =0,

oder:
F(;%:pFOt}fa Fﬁ/%:pFﬁ%

Setzt man dies in die erste der Gleichungen (44) ein, so erhilt man:

H:;-Q%.,aﬁ = (_l)amp(gﬁHaFﬁ%MB,a% - gaHBFa%Ma,ﬁ%)a
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oder, wenn man diese Gleichung mit R multiplicirt und RFg,, durch HgH,.Gg,,, RFy;, durch
HyH,.G,, ersetzt:

RH.Q,, o5 = (—1)*P pHoHgH..(85Gp..Mp o, — 86GaxM )
Dies ist aber zufolge (40) gleich
pHoHgH, H Q..

Da nun Q,, = 0 ist, so muss auch Q,, ;5 = 0 sein. Die Function vierter Ordnung Q,, 5 hat
im Ganzen 4 - 6 = 24 Nullpunkte, und zwar verschwindet sie an fiinf Doppelpunkten von
der ersten, an den beiden iibrigen von der zweiten Ordnung. Danach bleiben noch sechs
Nullpunkte iibrig; von diesen sind drei bekannt, nimlich s, 51, s23; ausserdem miissen
noch drei existiren.

Bilden wir jetzt den Quotienten der beiden Grossen

Gacﬁ G%Gaﬁ%
waﬁ% = 0o ’

(Pocﬁ = GOCG/S G(Xﬁa

so erhalten wir:
0:0aBs Q. ap
Ou B 00 'Q'%FaﬁF(;l}

Dies ist der Quotient zweier homogenen Functionen vierter Ordnung von x, y, z, also
eine rationale Function der Verhiltnisse dieser Grossen. Der Nenner verschwindet hier in
den Punkten o, 3, 7, A, U, v, und zwar in den Punkten o, B von der zweiten Ordnung;
ferner in dem Punktepaare (af8) und den sechs Punkten s¢|, s, se3; I, II, IIL. Der Zahler
dagegen verschwindet in den Doppelpunkten «, 8, ¥, A, U, v, », und zwar ebenfalls in den
Punkten a, B von der zweiten Ordnung; ausserdem in den drei Punkten s¢|, 55, 523 und in
drei ferneren Punkten. Der Quotient wird daher nur in fiinf Punkten unendlich, und zwar
nur von der ersten Ordnung; nidmlich in den Punkten I, II, IIT und dem Punktepaare o/f3;
und er verschwindet in dem Doppelpunkte s und drei andern Punkten.

Nun hat der Quotient GG—% fiir sich die Eigenschaft, dass er nur unendlich wird in dem

o
Punktepaare (@f3) und nur Vlérschwindet in dem Doppelpunkte s¢; wenn wir also die For-

mel durch diesen Quotienten dividiren, so erkennen wir, dass der Quotient op

folgende

Eigenschaften hat:

Erstens. Er ist eine irrationale Function der Verhiltnisse von x, y, z, die sich aber an
jeder Stelle verhilt wie eine rationale, und nur an drei Stellen, ndmlich den Punkten I, II,
III, von der ersten Ordnung unendlich wird, und an eben so vielen verschwindet.
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Zweitens. Das Product dieses Quotienten mit

.  VH, VH;/{
Oap  VHop VHgg

ist eine rationale Function. -
Durch diese beiden Bedingungen ist der Quotient Z_%“B bis auf einen von (x, y, z) un-

abhingigen Factor, oder, wenn wir hinzunehmen, dass d%r Ausdruck in Bezug auf beide
Werthsysteme symmetrisch gebildet sein muss, bis auf einen constanten Factor bestimmt.
Wir wollen, um die Art der Irrationalitit der o-Quotienten kurz bezeichnen zu kénnen,
einen besonderen Begriff einfithren. Es sei m irgend ein von O verschiedener Index, und
m = ab irgend eine der sechs Zerlegungen desselben in zwei ungrade Indices. Wir nennen

a

dann den Quotienten einen zum Index m gehorigen irrationalen Factor, und bezeich-

. b, o . Tt
nen einen solchen allgemein durch 7,,. Ferner sagen wir: eine Function der Verhiltnisse
von x, y, z sei mit dem irrationalen Factor 1, behaftet, wenn sie sich darstellen lasst als das
Product von 1, in eine rationale Function. Bei dieser Fassung des Begriffs der behafteten

H,
VH,’
bei denen ab = m ist, man fiir 1, nimmt, da nach § 9 das Product und der Quotient zweier
verschiedener dieser Grossen eine rationale Function ist. Ferner gilt fiir diese Functionen
offenbar der Satz:

Das Product zweier Functionen, von denen die eine mit dem Factor 7),,,, die andere mit
dem Factor 1, behaftet ist, ist eine mit dem Factor 1,,, behaftete Function. Hierbei ist unter
dem Factor ng 1 zu verstehen, also unter einer mit dem Factor 1 behafteten eine rationale
Function.

Functionen ist es offenbar gleichgiiltig, welchen von den verschiedenen Quotienten

Odu

Wir konnen jetzt sagen: Der Quotient ist eine mit dem Factor 1, , behaftete

0
Function von x, y, z, die nur an den Stellen I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung
verschwindet. Diese drei Stellen sind definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben
Functionen Q,,.

§ 15.

Es bleibt jetzt noch der Quotient einer graden und einer ungraden o-Function zu be-

stimmen, und zwar geniigt es nach dem Vorhergegangenen, einen einzigen dieser Quoti-
) .. . . . .

enten, z. B. —1, zu kennen. Wir wissen, dass eine lineare Gleichung besteht zwischen den

(o))
Producten:

Ou)Oapu; GﬁlGﬁ#, GY/'LGYIH 0,205 -
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Vermehrt man in dieser Gleichung die Argumente um dasjenige halbe Periodensystem,
welches zu dem Index s¢ gehort, so erhdlt man eine lineare Gleichung zwischen

OosAOascyts OB\ OBsus  Oysd Oysen Und 01 O

ol

Dividirt man diese durch 602, 50 ist —“ eine mit dem Factor Nosed s eine mit dem
o]

Factor 1q behaftete Function; beideowerden nur unendlich an den Stellen I, II, III, und
zwar von der ersten Ordnung. Das Product beider ist also eine mit dem Factor 1, behaftete
Function, welche nur an diesen drei Stellen, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich
wird. Dasselbe gilt von den beiden folgenden Gliedern. Nun wird durch die aufgestellte

O

Gleichung A 2” dargestellt durch ein lineares Aggregat dieser drei Grossen; also erhalten
0, 0 0

wir —2H dargestellt durch eine mit dem Factor 1, , behaftete Function 0, ,, die nur an

0
den Stellen I, II, III, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich wird.
Da die Function @, mit dem Factor 1, behaftet ist, so muss das Product

% VH, VH,
ou " VHy VH

eine rationale Function sein. Diese konnte, ausser an den Stellen I, II, III, nur im Doppel-

0,0, O (0
1—2#, —/IQM also gleich —g und mithin
von dem Index p unabhingig ist, so kann dieser Ausdruck im Punkte y nicht unendlich

werden. Daraus folgt, dass in diesem Doppelpunkte die Function Q, ,, verschwinden muss.
Ebenso folgt, dass im Doppelpunkte A der Werth von Q,, gleich Null ist. — Da nun die

2
0y

Q/ly

punkte u unendlich werden. Da aber 0y, =

Function = Oy eine mit dem Factor 1, behaftete Function ist, welche in den

Doppelpunkten A, pt verschwindet und nur an den Stellen I, II, III unendlich wird, so muss
2

das Product G—Q;L = —)L eine rationale Function sein, die an den Stellen I, II, III von
n tor3
der zweiten Ordnung unendlich wird, und im Doppelpunkte A von der zweiten Ordnung

verschwindet. Hierdurch ist dieser Quotient bis auf einen von x, y, z unabhiingigen Factor
bestimmt; denn wenn zwei Ausdriicke existirten, welche diese Eigenschaften besitzen, so
wire ihr Quotient eine rationale Function von nicht hoherem als dem zweiten Grade, und
man weiss, dass eine solche Function nicht existiren kann.

Es ist nun leicht, eine Function zu bilden, welche diese Eigenschaften wirklich besitzt.
Bilden wir ndmlich zundchst den Quotienten

FyGga
Q) ’
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welcher im Zihler und Nenner von der dritten Dimension ist, so werden Zihler und Nen-
ner gleichzeitig Null an den fiinf von a und A verschiedenen Doppelpunkten, und an den
Punkten A4, A;, A3, in welchen F), und Q, verschwinden. Der Quotient ist daher eine ra-
tionale Function fiinften Grades, welche unendlich wird an den Stellen I, II, III und dem
Doppelpunkte o, und welche verschwindet im Punkte x’, y/, 7/ und im Doppelpunkte A (wo
F) = 0 ist), und ausserdem in dem Punktepaare @A (wo G, = 0 ist). Multipliciren wir

. L . o H
diese Function jetzt mit dem irrationalen Factor n; = ——%  so fallen von den Nullpunk-

oA
ten des Nenners der Doppelpunkt o, von denen des Zihlers das Punktepaar oA fort, und
wir erhalten eine mit dem Factor 7, behaftete Function

F,GopVHqy

QVHy

welche nur in den Punkten I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird, und
welche verschwindet in dem Doppelpunkte A und dem Punkte x’, y/, 7. Das Quadrat dieser
2
o
Function muss nun bis auf einen von x, y, z unabhdngigen Factor mit —75,
o,
0

sie selbst also

. Oy . .. .
mit A ubereinstimmen. Wir erhalten demnach
0o

G)L F;LG Ha

00 Q;VHgy,

. . 0, .
wo ¢ einen von xyz unabhédngigen Factor bedeutet. Offenbar muss der Ausdruck von ?’1 in
0
Bezug auf (X, y', 7) in derselben Weise gebildet sein; wir konnen deshalb setzen:

G() k Q'l vVH ocl‘/ ’

wo jetzt k eine von x, y, zund x’, y/, 7/ unabhiingige Constante bedeutet. Nun ist

VHyVHY, Ou

Ga/lG/ 2= Xaxr /— ’
* , VHg,, 60‘/1
mithin:
O _ 1 By X010
(o)) k Ql Oy .
Ferner ist

o, o o
0n 0, Oaa Oy




Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 99

daher: _
o, | F o
oy kQ oy
oder: )
koy Q
Op = N)“ -
@ Fl
Es ist aber:
0oy =HyH,, HyH,Q; =JF;
folglich:
kJ

Aus dieser Formel geht hervor, dass die Constante k auch von den Indices unabhéngig
ist.
c
Wir wollen der Gleichung, welche Fk bestimmt, noch eine andere Form geben. Aus
0
(25) geht ndmlich hervor, dass
Ga/l\/Hoc_ \/E ZX/'LVH{X_\/I?
VHy,, — VH,€  VH,  VH

ist. Mithin erhalten wir:

(46) o) 1 F) \/ﬁ\/ﬁ
Gk Q VHVH,

§ 16.

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die blosse Kenntniss von der Existenz ei-
ner bestimmten Art von o-Gleichungen geniigt, um den Quotienten einer graden und einer
ungraden o-Function bis auf einen constanten Factor k zu bestimmen. Soll aber der Werth
dieses Factors angegeben werden, so muss diese, oder eine dquivalente Gleichung, wirklich
aufgestellt, und mit ihr die nothwendigen Reductionen vorgenommen werden. Es ist von
vornherein einzusehen, dass auf diese Weise nicht k selbst, sondern nur das Quadrat die-
ser Grosse bestimmt werden kann, so dass das Vorzeichen von k unbestimmt bleibt. Diese
Unbestimmtheit liegt in der Natur der Sache; denn da F) eine alternirende, 2, dagegen
eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme (x, y, z) und (x',y’, 7') ist, so zeigt

(o}
die Formel (46), dass auch ?’1 eine alternirende Function dieser beiden Werthsysteme (und

0
der zu ihnen gehdrigen Wurzelgrossen) ist. Deshalb wird, je nachdem wir das eine oder das
andere Werthsystem bevorzugen, auch das Vorzeichen von k den einen oder den anderen
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Werth erhalten. Wir wollen die zur Bestimmung von k> nothwendige Rechnung nur in ihren
Grundziigen angeben, da diese Untersuchung fiir das weiterhin Folgende ohne Einfluss ist.

Wir erhalten aus der Fundamental-Gleichung (1), dadurch, dass wir k = 68,1 = Aud,
m = W4 setzen, folgende Theta-Relation:

a% y{(_l)ﬁyaacﬁwca&l ®ﬁ}’% ®a6%} = (_1)M%C0Cw1u 0,1 0;.

Daraus folgt, wenn wir die Grossen ¢ einfiihren und die Coefficienten umformen:

a% y{(—l)ﬁyaéfﬁykfa&loﬁwcasx} = (—1)”‘%k(2)g%gu%0%u;

wo der Kiirze wegen:

2

(A) ko fiir 8
co f
gesetzt ist. Hieraus folgt:
2
s G%
a/53 y{(_l)ﬁyaafﬁylfaé/lwﬁyzmaS%} = (—1)* k(%g%gu?xw-
b 7 0

Wenn wir diese Formel mit Q2 multipliciren, so erhalten wir:

(B) a‘?; y{<_1)ﬁﬂanBy/lfaé?LQ%ﬁYQ”’aa}

k% RR'F?
= (- )“'”kzg%guH H. =

Wir haben nun in dem Ausdruck auf der linken Seite, den wir mit Q bezeichnen wollen, fiir
die Grossen Q ihre Werthe nach Formel (44):

H%/-Q'%,ﬁy - (_1)}/“3 (gﬁHYFé Mﬁ 7%) _gYHﬁF;%M%ﬁ%7
H,/Q,, 45 = (—1)°1%(gaH5F}, Mg 5,.) — 8sHaF§ ,Ms. 0

einzusetzen. Da die Grossen M lineare Functionen von x, y, z sind, so nimmt hierdurch die
Summe folgende Form an:

0= QaﬁHaHB + QayHaHy+ QusHaHs + QﬁYHﬁHY
+0psHpHs + QysHyHs,
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oder kiirzer:

(©) 0= Bb:%5 {QupHaHp}

wo die Coefficienten Qg quadratische Functionen von x, y, z sind, die zundchst durch

folgende Gleichung definirt werden:
(Ho')?Qp = (—1)PNEOTVBT0I0 o foon ousa FrocFs, My g M5 15
1) 1) Vi Vi

+(—1 )ay\[} Trlot ‘Bg}’gSfay/'LfBS/lF;%Fé%My,a%Mﬁ,B%-

Die lineare Function M v, st nach § 13 durch folgende Formel definirt:
K3 0
My,/}% = ofé { (_ 1) ‘agéféylféwFéﬁ G%%H%lFay} .

Wir fithren nun zur Abkiirzung, indem wir die Indices s, A, u als fest, a, 3, ¥, 0 dagegen
als unter einander vertauschbar annehmen, folgende Bezeichnungen ein:

8[386Fay , ;o
faylfawFﬁSGﬁ% 8= Pay,

JapaSayrSasaSsyartpsatysr = c.

Alsdann ist:
_ 6|oc fay/lfawfaylfﬁw >
My.ﬁ% ( ) /

85Gp,.

(Pay— Psy):
daher:

Qup = {(—l)mlaafyaufﬁem (Pya — Pys)(Pgs — Pys)

famgagﬁGa% B
+ (_l)yamsfﬁwfaﬁu (Pﬁy_Py'd)(pa'o‘ - Pyé)} .

Der Ausdruck in der Klammer lésst sich mit Hiilfe der Parametergleichung

S {(—1)prod =0
a,B,y{( ) wafocéu}

umformen in folgenden:

(_l)aﬁ\yé {_a% Y{(_1)[3Y|a6fﬁwfa5upﬁypa5}

o y{(—l)ﬁyaéfﬁwfaéu(pﬁy‘l'paé)}] .
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Nun ist, wenn wir fiir die Grossen p ihre Werthe wieder einfiihren,

s J(_1)Brlas
Ca,ﬁ,y{( ) fﬁyufa&upﬁyp(w}

= 2a8p8785G0.Gp, Gy %%aSﬁ y{(_1)ﬁya6fyalfﬁ6/lfaﬁlfy6lFByFaSFﬁ/yF&(S}-

Dies ist aber, der Formel (7, B) des § 4 zufolge:

2 2
= 808p8785G0:Gp,. Gy, G, 858 Xoeu -

Ferner ist:
{(_1)ﬁy‘a6fﬁwfa6u(l7ﬁy+l9a6)}
=c § 6{(_1)By‘a6fﬁyufa5upﬁy}

=c S {( )Mla(sfﬁyg g5Ga%G6%fa5l~lF(;8}‘
ByA

=

Diese lineare Function von x, y, z, welche in Bezug auf die Indices a, 3, 7, 6 symmetrisch
ist, bezeichnen wir durch F(x, y, z). Endlich ist, da wir

H,HsG
Fys durch rovys

ersetzen konnen:
8a8pHyHsGys _,

SysaSysuR

Pys = Fa/}Ga%Gﬁ%

Dadurch erhalten wir Q44 in folgender Form dargestellt:

S gyg(SfyS),fyg

Qaﬁ = _(_1)05[3‘)/ 'uH/ H5%g%g,u%%N

Japa

_1\oBl¥S Frop / HyHs
+( 1) 8y. g5f b FﬁF FB%GY5 R F(X,y,z).

Bilden wir jetzt die Summe Q = Y:(QqpHqaHg), so ergiebt sich:

R F(x,y,2)G(x,y,2),

0= —g.guluH(x, y,2)+
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WO!

F(x,y,z)=c § {( 1)Pried mg 85Gy G%%faéuF&8}7

(X,B,')/,S f ,y
Blys Fop
Glx,y,2)= 8 S (~D)*PgyesF) Fy, frsuGys—
06,[3,%6{( Y500yt 53 YOU Y Fapr
!
H(x y Z) = S (_1)a/3|y8g?’g5f75lfy5u y%H(s%HaHﬁ
a,B,y,6 faB)L

ist. Alle drei Ausdriicke sind sechsgliedrige Summen, und zwar aus einem Gliede symme-
trisch gebildet durch Vertauschung der Indices a, 3, 7, 0. Die beiden ersten lassen sich auf
bekannte Functionen zuriickfithren, ndmlich

F(x,y, z) auf
F.u—
G(x,y, z) auf MML%M'

Die Richtigkeit dieser Umformungen wird am einfachsten dadurch erkannt, dass man
die Identitit fiir eine geniigende Anzahl specieller Werthsysteme nachweist. — Dies ange-
nommen, wird der Ausdruck von Q folgender:

.81 Fsn Gl HaHyHyHs

2.2 Vi 2
0= _g%gux%llH(xa Y Z)+ CH;H/{L R (Ml,%/.i) :
Nun kénnen wir HH.G
F,.; durch %,
H, HyHyHgHyHgs durch i
R? Hy’

G G’%ﬂ durch .,

ersetzen. Dann ergiebt sich:

R(Ml,%u)2> .

2 2

Es ist jetzt das Quadrat der linearen Function

M), .y = aSB {(—1)B'agﬁfﬁyxfﬁmFéuGb%HLFaz}
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zu bilden. Haben wir irgend eine im Punkte A verschwindende lineare Function von x, y, z,
welche auf die Form aFy, +DFp) gebrachtist, so ldsst sich ihr Quadrat in der Form AF, OZM +

BFﬁz;L —FC’F}%l darstellen. Da

S J(=1)PTe g Foa b =0
aﬁ’y{( )% fBya aa}

ist, so ist

FaprFos = FapaFar + FranFon — 2(=1) P fp.2 FranFoaFpa:

daher muss
2ab = —2(—1)“5‘7‘MC
focB)L
sein. Demgemiiss muss, wenn wir den Ausdruck (M ,,,)* auf die Form AF?2, +BF[%)L +
CFYZ;L bringen, der Coefficient von Ff/l

C = (=1)*"Pgugs fas) fasrfBorFaulp,Gu. G, (H.)

sein. Demnach erhalten wir

1 I / / 1\2 2
e R wBy Fraafypatysa
., HyHyHy), o . .
Nun ist Fyl =— Q% Setzen wir dies ein, so erhalten wir den Quotienten
R<A_47L,Mu)2 —y
m =H'(x,y,2)
n

dargestellt in der Form einer Function zweiter Ordnung der Grossen H, H, ﬁ:

H'(x,y,z2)= S

o,y

HyH, 5.
SyaaSypaSysaHy e }

Um die Form dieser Function mit der von H(x,y, z) in Uebereinstimmung zu bringen,
driicken wir Hy, als lineare Function von Hg, Hy, Hg, Hy), als Function von Hyg, Hg, Hy,
Hpg), durch Hg, Hy, Hy aus. Dann nimmt H'(x,y, z) diese Form an:

Hl(xa Y Z) = N S(haﬁHOtHﬁ)7

aaﬁ777
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wo der sechsgliedrige Summen-Ausdruck auf der rechten Seite nothwendig in Bezug auf
die Indices «, B, 7, 6 symmetrisch gebildet sein muss. Nun kann das Glied hngyHg
nur aus HyH,; hervorgehen; und zwar muss der Coefficient s gleich dem Producte des
Coefficienten von HyH,; in H '(x,y, z) mit dem Coefficienten ¢; in der linearen Function
Hy) = c1Hg+ coHo + c3Hg sein. Es ist aber nach (21) dieser Coefficient

1= (_1)amsgagﬁfaylfﬁy/lfocﬁ%focﬁu;

daher ist ) 5 Sy ,
amwgagﬁfaﬁlfaﬁzfaﬁuFauFﬁuGa% ﬁ%H%'

TysaHy,

hyS - (_ 1)
Mithin erhalten wir:

Q= g28nou(H' (x,y,2) —H(x, y, 2)),

H'(x,y,2)
2,2 ! ! ! !
A 8v85SvotysrtyspFyuFs, Gy G, M HaHp |
ap.y.8 JaprHj
2,2 2 ! ! !
F, F Gs HuH
H(x,y,z)= § {(-1)%B 1851101 ol vl 0O CaMlally ||
a.B.y.8 Jopa
Wenn wir nun die Differenz bilden, so ist
Sy FyuFs H, H.H'
po v e
H,I{l _fYSLLF);%FSI% = T(f%s%FS/uG;/M _fY5.UF5/%Gg’%)’
da R'Fy, = H,H, Gy, R'F,,, = H,H,G, ist. Nach Formel (9) des § 5 ist aber
! ! ! g/ !/
H)H,, HH}H,,

T(fya%FéuG’w — fyouFs,,Gy.) = (_1)%Wgagﬁg7faﬁlT

Folglich erhalten wir:

H'(x,y,z) —H(x,y,2)
(1)~

=R 5{(_1)aﬁngagﬁngfg%o‘glfyﬁlfyéy(;;/% ﬁ;%H;HgH;HaHﬁ},

oder, wenn wir
12 ! /
R“F, Fyg_

G, G5 durch — 2=
2} 2
7 ox H{,H (’SH /2
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ersetzen:
H'(x,y,z) —H(x,y,z2)

gk’
S {(—1)aB‘ysgygﬁfyaafysuF}%Fé%HaHﬁ}-

= (_1)%‘“—,
g%g,uH%a7ﬁ7}/76

Den Summen-Ausdruck, welcher hier als Factor der rechten Seite der Gleichung auftritt,
betrachten wir als abhingig von x’, y/, 7 und bezeichnen ihn durch @(x',y’, 7). Diese
Grosse ist dann eine quadratische Function, die im Punkte > von der zweiten Ordnung ver-
schwindet. Setzen wir (X', y', ') = (aq, ba, ca), so reducirt sich die Summe auf folgende:

¢(aa;basca) = Ha S (1P 105 52 Fysu fea ool | -

Dies ist aber, der Gleichung (21) zufolge, nichts anderes als HyH;, und da

RF;
HaHom: wx
pq
ist, so ergiebt sich:
RF;
(p(aOthhCOC):ﬂ'
a1
Nun ist
X ¥y z X 'y z
(—1)%*Fy,. = |ag ba ca|, Fo=|x ¥y Z|;
a, b, c, a, b, c,

es ist also (—1)**F,,, der Werth, den die Function F,, annimmt, wenn (', y,z’) = (aq,
bq, cq) gesetzt wird. Daraus folgt, dass im Punkte «

RF2

x/’ /,ZI _
o, y,7) 73

ist. Diese Gleichung muss nun identisch, fiir alle Werthe von (x’, y', Z') gelten. Denn da sie
besteht fiir den Punkt o, so muss sie, der Symmetrie wegen, auch fiir die Punkte 3, 7, 0
gelten; ferner wird sowohl @ (x',y', ') als auch F2 im Punkte s von der zweiten Ordnung
Null; und da beide Seiten dieser Gleichung homogene quadratische Functionen von x/, y/,

7' sind, so muss sie eine Identitit sein. Wir erhalten also:

RR'F?2
H'(x,y,2) —H(x, y,2) = (—1)"I 22 7
g%g”H%H%

und somit: -
RR'F
_(_ u
0=(-1)" gg%guwa%HZ-
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Hiermit ist die Reduction der linken Seite der Gleichung (B) vollendet, und es ergiebt sich
der Werth des Verhiltnisses:

k
et
Daraus folgt, nach (A):
I’ g
(47) =——
c(z) &
§17.

Es bleibt nun noch iibrig, die Argumente u, u’, u” selbst als Functionen der beiden
Werthsysteme (x, y, z) und (x’, y’, 7/) darzustellen. Dadurch wird dann auch, mittelbar, die
Beziehung festgestellt, in welche die Argumente zu einander durch die im § 5 willkiir-
lich angenommene Gleichung zwischen den Grossen L gesetzt sind. Wir gehen von einer
Differentialgleichung aus, die wir aus dem Additionstheorem ableiten.

Wir setzen in dem allgemeinen Additionstheorem (Gleichung (39) des ersten Theils)
die Grossen v und w einander gleich, und fithren das Doppelte dieser Grossen ein, also

/ /

/ /! 1/
a, vV=w=

a, v =w :%a;

B[ —
| —

v=w=
ferner ersetzen wir
u durch u + %a, u’ durch o' + %a', u” durch u” + %a".

Dann geht diese Gleichung iiber in folgende:

co®(a- )u®+a-- )m®:)im

7
— Z [(—1)(k“’la’ma)cma®(a'“)kzma®(u+a~')ka®(u-~)za]-
o=0

Jetzt geben wir den Indices k, [, m bestimmte Werthe, ndamlich & den Werth 0, [ den
Werth > und m den Werth »A u. Dann folgt:

CO®(“"')%®(”+“"')%/I/,L@(”"')Mt

7
= Z [(_1)(06,%&,%1”06)6(1%%“ O(a- ")a?tu O(u+a-)a®u:)asxl
a=0

In dieser Summe verschwinden diejenigen Glieder, die den Indices a = s, A, U entspre-
chen. Fiir o = 0 wird

(a, za, xApo) = (0, s, 2Ap) =0 mod 2.
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Verstehen wir dagegen unter o, 3, ¥, 6 die vier von s, A, U verschiedenen primitiven
Indices, so ist

(o, 20, Apcr) = (AuByd, »a, xAua)
=xa|a+a|xa+o|xAua;

und dies ist = a | A, oder, was dasselbe ist, = Byd | a. Demnach ergiebt sich:

CO®(“"')%G)(u‘f‘a"')%lu@(”"')lu_C%lue)(a"')/lu@(”"’a"')OG)(”"')%

= a,ﬁS,y,é {(—1)/376\acﬁy5 ®(a"')oc/lu Ou+a-)a®u-- .)a%} '

Wenn wir in diese Gleichung fiir die Grossen a, d’, a” die Differentiale der Argumente:
du, du', du” einsetzen, so erhalten wir folgende Differentialgleichung:

Co G)Ml ®%;L“du% — C%}Lu G)%G)Odu,w

_ ()
SR}

In dieser Formel wollen wir die Theta-Functionen durch die entsprechenden o, und ebenso
die Anfangsglieder uy, und u,, der Functionen ®, , und O, ersetzen durch [; v, und
[3:v3, wo vy, und v;, die im ersten Theil eingefiihrten Anfangsglieder der entsprechenden
o-Functionen sind. Dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Form an:

€Bys5€a la%la
0340, udVs — 0,,00dvy, = S _1)PrdlatProCatn o dc}.
APtV x0O08VAu 0671377-,5{( ) eml,ul)mlz axd0q
Der Nenner des Ausdrucks
epysCarpulasla
e%lullul%

ist, da nach Gleichung (68) und (79) des ersten Theils

ee%,le%”e)bu
re%e,leul%l,lluf%;w’
_ f&r8u
Au rgzl/llﬂelu

€au =

ist, gleich:
ef818uesesp
9
rzgze%e,ll/zle“lﬁf%;“i
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und dies ist, der Gleichung (69) zufolge:

_efeqean
rml“gze%f%gu

Der Zihler dagegen ist schon in § 2 umgestaltet und hat dort folgende Form erhalten:

2.7
€8 8x€5).€xu
r3lf6€%g,1gu fyﬁfoﬂzfﬁ'y;{'

Wenn wir also den Quotienten bilden, so erhalten wir folgendes:

eg’r 8. fys:f 58S Bysefru
f7g/lgu '
Nun ist nach (71) und (72):
o 37
e = — 3> Ir' = VR
8 8
daher:
eg9r7l3 B
77 =—1.
Demnach erhalten wir:
_g%fmlu

O')LMG%/IMCZV% — G%O-Odvlu = S {(—1)ﬁy&lafyg%fgﬁ%fﬁy,{ﬁa%dO'a} .

glgu aaﬁ7”/76
Multipliciren wir diese Gleichung mit o,,, so wird
0,.05,0 —GOG’I“a) —Gox [0)
»OAuOs A 1.0, AU @ AuW A,
2 60
0,00 = 51//%7

0,.00;:d0q = Qg;.dlog Oy,
Nun ist aber, da @672 = Yy ist,
2dlog oy +dlog® = dlog Yy;
folglich

cha%dca - %Wa;{dlog Wa - %(pa;{dlog &V).

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so fillt der mit d log @ multiplicirte Ausdruck fort, da
nach § 2:

S{(_l)ﬁm'afy&%fa/s%fﬁy%goa%} 0
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ist, und wir erhalten:

O
@9 %(Xlﬂw%lu dv;, — I//%dv,lu)
g%f%lu Bys
=—F— S _1)\B7dle _dl |
28281 mB,%S{( PP . Fo e e Pased0g Vi |

Diese Formel wird zur Darstellung der Differentiale dv,, und dv, , fithren. Wir denken uns
fiir die Grossen @, x, ¥, ® ihre Ausdriicke durch (x,y, z) und (¥',y’, 7') eingesetzt. Unter
dieser Voraussetzung transformiren wir zunichst die Summe

= ()
= s {<_1)ﬁy “ fysse5p el Pasdlog wa} :
Da yq = HyH|,, mithin
dlog Yo = dlogHy +dlog Hy,

ist, so zerfillt die Summe S in zwei Theile
S= Sl + S2a

von denen

Si= § {(_1)BY&O‘fyﬁ%fSﬁ%fo%Fa%F(;%legH(/x}
o,B,v,6

ist, wihrend S, aus Sy durch Vertauschung von (x, y, z) mit (x’, y', Z’) hervorgeht. Der Aus-

druck §; ist nun in Bezug auf x, y, z eine lineare Function, die im Punkte s verschwindet.

Es ist ferner diese lineare Function symmetrisch in Bezug auf die vier Indices a, B, 7,

0. Untersuchen wir jetzt, welchen Werth Sy in einem dieser Punkte, z. B. in 8, annimmt.

Alsdann ist Fs,, = 0; Fy., geht iiber in (—1)%1%# f5, daher

(_1)'BYS|OCFO£% in (_1)8|%(_1)ﬁy‘af5a%~

Somit erkennen wir, dass der Werth von S} im Punkte 6 durch folgenden Ausdruck gegeben
ist:

(0 faawnfopefope,§, {(OP fppeFaedlogH |
Nun lehrt aber die Formel (28), dass der hier auftretende Summenausdruck ersetzt werden
kann durch folgendes Product:

VHg; VHy VH; H
2a8p8y8x(VR')>
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Vergleichen wir hiermit den Werth, welchen die — im Punkte s gleichfalls verschwin-
dende — lineare Function ]\_/1%7 Au im Punkte 0 annimmt. Diese ist, nach (32), durch folgen-
den Ausdruck gegeben:

M%lﬂ = SS {(_1)S‘Yg5f%5af%5ﬁFé)LGl‘(juH,u/F}/%} 5

)

sie nimmt also, wenn wir (x, y, z) = (ag, bgs, cs) setzen, wodurch Fy,, = 0 wird, den Werth
an:

(=1 fse fopSoy.85F5) Gl Hy.-

Fiir F. é A % uH "L konnen wir setzen: VH i vVH L vVH (’3 W VH (’3 u Die Werthe der beiden linearen

Functionen S und M%’ su im Punkte 6 sind demnach folgende:

VHg, VHg, VH Y
8a8p8y8x(VR')?

(= 1)V fosefspset sys285 V Hy N Hy NV Hyy V H .
Beide Ausdriicke unterscheiden sich von einander nur durch den Factor
H VH )’L uA’
8a8p8y858:VH)VH] (VR')3

(—1)° fsaso f5pocf 55

Y

und

der auf die Form RS
82 8ut;G) A
g R/2
gebracht werden kann, und sich nicht dndert, wenn o mit 8, y oder d vertauscht wird.
Mithin gilt fiir alle vier Punkte «, 8, 7, 6 die Gleichung:

 SaguHLGy N
S

1 AU
und da dies eine lineare Gleichung in (x, y, z) ist, so muss sie fiir alle Werthe dieser Grossen
bestehen. Hiermit ist also bewiesen, dass sich die Function S; von M},_‘ Ay DUr um einen von
x, y, z unabhingigen Factor unterscheidet.

Nun steht aber die Function M »Au (Wie aus (31) und (42) hervorgeht), mit der Grosse
o, in folgendem Zusammenhange:

H%F)’Lu
Wyepp — G—ku

R
= &xfop EM%,ML;
u
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es ist also: :
g%fxlu]\_/lmlu = R <G7Luw%/lu _H%F/{u> :

Daraus folgt:

8a8ul A
g RR2

S, erhalten wir hieraus, indem wir (x,y,z) mit (x/,)’,Z') vertauschen. Die alternirende

Function J verwandelt sich dabei in —J. Es ist also:

8oefoauS1 = (X;Luw%quL - lI/xH/llu) -

—818uJA

gR’R2 (%AuwzluH% - W%qu) :

g%f%luSZ =
Nun ist nach der Gleichung (48):

_g%f%/l,u (Sl +S2) é
2828u oo

%ﬂtuwﬂlud"% - W%d"ku =

Wenn man hier fiir §; und S, die gefundenen Werthe einsetzt, so erhélt man:

17 5A/
3/ 0A ! /
au OsepdVse = VedViy == o o (l/w 0, b — W%qu>
SJ@A
+ gR/RTGO (%l,uw%lp.H% - l[/%H;w) .

Dieser Gleichung konnen wir folgende Form geben:

WOH,  3J0H.,
gR'R’0cy gRR?0y
~ 15~
%‘,wHMi ZJwH//Ui !
= Vo | dVap — 5 e A
gR'R- 0oy gRR'~ 0y

Xau®xp (dvz -

Hier ist nun leicht zu sehen, dass die mit x ,, ®,.; , und y;,, multiplicirten Ausdriicke gleich
Null sein miissen. Denn es ist allgemein

dviy = apmdu+ bpdu' + cpdi”,
H, = a,H +b,H + cmﬁ,

=/

H = anH' +buH + cpH .

Dadurch nimmt auch der Ausdruck
_ 3JOH, N JJOH),
gR'R’cy gRR?0y

/

dv,,
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die Form
am® + by +cpd =9,

an, wo ¥, ¥, ¥” von dem Index m unabhiingige Grossen bedeuten. Fiihrt man fiir den
Augenblick diese Grossen ¥, ein, so ergiebt die aufgestellte Gleichung:

XDz p UFES l//%ﬁ/lu-

Diese Formel kann nur dadurch bestehen, dass allgemein 9, und 9, gleich Null ist.
Am klarsten wird dies erkannt, wenn wir die am Anfange des vorigen Paragraphen aufge-
stellte Gleichung

2

s {(—1)pras O Do b = (1) 0 k2 %%y,
a,m{( )P fan fausr @Byse a(s%} (—=D)"”g..8u 0637( u

zu Hiilfe nehmen. Angenommen némlich, dass die Grossen ¥, von Null verschieden wé-
ren, SO wire

_ Ve Y
%/l,u 19% Xl‘u )
also
WB 197% Ya 05%
OBy = ———, gy = — ——,
By 7-9[3 Xy o0 Ba X5
mithin
o WOCWIS 197/%198;4 o
OBy Basc = T a0 o o — Oyosxc®Bs,-

19061-9[3 Xy X5
Die drei Producte
OBy B §:c5  OyoscWBs;; O Wys 5

wiren demnach einander gleich; und da die Summe der Coefficienten des Ausdrucks auf
der linken Seite gleich Null ist, so wiirde sich ergeben:

2
o
e

was unmoglich ist. Es zeigt sich also, dass wir allgemein ¥,, = 0 zu setzen haben. Hiermit

ist die Darstellung der Differentiale gefunden, namlich:

_ 3JOH, ~ 3JOH,
gR'R’cy gRRZ0y

/

dv,,
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Diese Darstellung ist jetzt dadurch zu vereinfachen, dass fiir oy derjenige Werth gesetzt

kJ
wird, der sich in § 15, Gleichung (45) ergab. Es war dort oy = = Nun folgt aus den

Gleichungen:
W0O;7 ~ 2 ~ 2
Xod = = y Y =00, Y, =00y,
0,,0)

dass
YV Loh = O Q.
ist. Ersetzen wir diese Grossen durch ihre Ausdriicke in x, y, z, X', y', Z/, so folgt:
H.H,G,, H H,G , = ®F,,F.,;
und da
H,H)G,,; =RF,;, H,H,G_, =RF.,

ist, so erhalten wir:
@ =RR'.

.. . . ()
Setzt man dies in den Ausdruck von oy ein, so wird oy = W; daher:

d ! H A H A
Vm = — - — = .
"2k \"™R "R

Nun ist
H, = a,H + b, H + cmﬁ,
Vi = amit + byt + i’

daher erhalten wir die Differentiale der Argumente durch folgende Formeln ausgedriickt:

1 (HA HN
e (35)

" 2%g\ R R
, 1 (HA HN
d = — | — — ,
2kg \ R R’
du’ = L @ — I?A/
2kg \ R R |
Die Integrale o
HA HA HA

2kgR’ 2kgR’ 2kgR’
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ausgedehnt auf einem bestimmten Integrationswege von einer beliebigen, aber festen unte-
ren Grenze a, b, ¢ bis zu dem verdnderlichen Punkte x, y, z bezeichnen wir durch

Ulx,y,z), Ulx,y2), U'(xyz2).

Es ist dann
X, 0,2 X, 0,2 X, 0,2
u:/(dU)+c, u’:/(dU’)+c’7 u”:/(dU”)+c”,
x,y,7 x,y,7 x,y,7

wo ¢, ¢/, ¢’ die von x, y, z und ¥/, y/, 7/ unabhiingigen Integrations-Constanten bedeuten;
oder:

u=U(x,y,2)-UX,y,7)+e,
u=Uxy2z2 U,y )+,
l/l// - U//(X, y, Z) - U//(xlv y/7 ZI) +CH'

Es ist offenbar, dass die Constanten c, ¢/, ¢’ auf mehr als eine Art bestimmt werden kon-
nen, da die Integrale, durch welche die Argumente dargestellt sind, mehrdeutige Functionen
sind. Es friagt sich nun: Welche Werthe kénnen diesen Constanten ertheilt werden? Unsere
ganze Untersuchung ist begriindet auf der Voraussetzung, dass die Determinante der sechs
Grossen L1, L1, etc. gleich Null gesetzt werde. Diese Determinante ist eine Function, die
gleichzeitig mit den Argumenten verschwindet. Es muss daher moglich sein, diese Glei-
chung so aufzulGsen, dass die absoluten Betrige der Argumente beliebig kleine Grossen
sind.

Werden die Argumente geradezu gleich Null gesetzt, so verschwinden alle diejenigen
o-Quotienten, deren Zihler eine ungrade, und deren Nenner eine grade o-Function ist.
Nun findet aber ein gemeinsames Verschwinden aller dieser Quotienten nur statt in dem
Punkte (x,y,z) = (¥, ', Z); es miissen also —c, —c/, —¢” diejenigen Werthe sein, welche
die Integrale

x7y7z 'x‘7)/7Z x’y7z
/ 1!
/dU, /dU , /dU
xl’yl’zl x/7y/7z/ x/7y/7z/

erhalten, wenn man die obere Grenze mit der unteren zusammenfallen ldsst. Es sind also c,
¢, ¢ im Allgemeinen ein System von Integral-Perioden; speciell sind diese Grossen gleich
Null zu setzen, wenn die Integrale so definirt werden, dass sie verschwinden, wenn die
obere Grenze der unteren gleichgesetzt wird.

Andrerseits verschwindet die Determinante der Grossen L auch dann, wenn fiir u, ’, u”
ein vollstindiges Periodensystem 2, 2@’, 20" gesetzt wird. Nimmt man u, /, ¥ in der
Nihe eines solchen Systems an, und definirt die Integrale wieder so, dass sie verschwinden,
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wenn (x,y, z) mit (X, 7) zusammenfillt, so wird ¢ = 20, ¢ =20’, ¢’ = 2®". Diese
verschiedenen Losungen konnen nicht wesentlich verschieden sein, sondern miissen durch
Aenderung der Integrationswege in einander iibergehen. Daraus geht hervor, dass jedes
Periodensystem 2@, 2@’, 20" auch ein Periodensystem der drei Integrale U, U’, U” sein
muss, und umgekehrt. Wir konnen daher die Grossen ¢, ¢/, ¢’ allgemein gleich Null, also

X, ¥,2Z
u= [(av),
xX.y.7
X, ¥,2
(49) W = [(av)
x,y,Z
X, ¥, 2
M// — /(dU//)

\ X,Y,2

setzen; wird x, y, z in der N#he von x/, y/, 7/ angenommen, so erhalten wir, je nach der Wahl
des Integrationsweges, ein Werthsystem u, «’, u”, das der Umgebung des Nullpunktes, oder
irgend eines Periodensystems 2, 2®', 20" angehort.

Es ist

_[HA ,_ [HA ., [ HA
~J 2kgR’ ) 2kgR’ ) 2kgR’
Der Formel (29) zufolge ist das Differential A durch folgenden Ausdruck gegeben:

(50)

A=xdH +ydH + zdH.
Da aber nach (26) die Identitit besteht:
xH + yH + H = 0,

so ist auch o
A= —(Hdx+Hdy+ Hdz).

Je nachdem man die Integrale als Functionen von x, y, z, oder von H, H, H auffassen will,
hat man die eine oder die andere Darstellung zu wihlen.

Diese drei Integrale: [dU, [dU’, [ dU" haben die Eigenschaft, dass sie an keiner Stelle
des Gebildes unendlich werden. o

Wir fassen die drei Grossen H, H, H, als Integrationsvariable auf, und betrachten das

Integral
/ HyA
R




Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 117

Dieses lasst sich mit Hiilfe der Relation

1)l
a,%,y{( 1) fﬁvaavdlogHa}

\/H),,,L \/Hu%\/H%l HyA
8a8p8y8vVR R

welche in § 10 aufgestellt worden ist, in zwei Theile zerlegen. Da ndmlich in dem Ausdruck
auf der linken Seite die Summe der mit dlog Hy, dlog Hg, d1log Hy multiplicirten Grossen
gleich Null ist, so konnen wir diesem Ausdruck folgende Form geben:

cFay(dlogHy —dlogHy) 4 ¢'Fg, (dlog Hg — dlog Hy).

)

Nun ist

dlogHy —dlogHy = 2dlog

VHoa _,VHy (VHq
va, Vi A\ v, )
VHoVHyvVHgy .
VR ’
dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Gestalt an:
Cl\/E\/ILTv\/ILEd\/ILTOCJr VHyVHyHg, . (VHg
\/HA“\/H/,L%\/H%/I V H}/ \/H)Lu\/H/J%\/H%A \% Hy
_ HyA
R

Fav =

HyA
Das Integral / % zerfillt dadurch in zwei Theile, deren jeder nur in den Beriihrungs-

punkten der Doppeltangenten H, , = 0, Hy; =0, H,;3 = 0, Hy = 0 unendlich wird. Wir
konnen aber in dem Ausdruck dieses Integrals die sechs von v verschiedenen Indices belie-
big unter einander vertauschen. Vertauscht man s, A, u mit &, 3, v, so erhélt man eine neue
Form, aus der hervorgeht, dass das betrachtete Integral in den angegebenen acht Punkten
nicht unendlich wird. Mithin kann das Integral

HyA
[
an keiner Stelle des durch die Gleichung M = 0 definirten Gebildes unendlich werden,
sondern muss an jeder den Charakter einer ganzen rationalen Function behalten.

Da dies fiir alle sieben primitiven Indices gilt, so tibertrédgt sich diese Eigenschaft un-
mittelbar auf die Integrale

/ HA HA
2kgR’ 2kgR’ 2kgR’
die wir die Normal-Integrale erster Gattung nennen; und die Integrale miissen diese Eigen-

schaft auch besitzen, wenn wir sie nicht als Functionen von H, H, H, sondern von x, y, z
betrachten.
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§ 18.

Wir haben bis jetzt nicht die o-Functionen selbst, sondern nur die Quotienten derselben
als abhiingig von x, y, z und x’, y/, 7/ aufgefasst. Es lassen sich aber Differentialgleichun-
gen aufstellen, welche die Grossen oy, selbst, und zwar zunichst durch ihre Logarithmen
definiren. Die Reduction dieser Gleichungen auf diejenige einfachere Form, in der sie er-
scheinen bei der von den Integralen ausgehenden Theorie der Abel’schen Functionen, ist
indess mit nicht geringen formalen Schwierigkeiten verbunden. Wir beschrinken uns des-
halb darauf, nur die wichtigsten Eigenschaften dieser Transcendenten anzugeben, welche
ohne Rechnung erkannt werden kdnnen.

Wir wissen, dass jede der Functionen o (u, u/, u"),, entwickelt werden kann in eine stets
convergirende Potenzreihe der Argumente u, u/, u”. Diese Argumente selbst sind durch
Integrale erster Gattung dargestellt worden, welche an jeder Stelle des algebraischen Ge-
bildes (x, y, z) den Charakter ganzer rationaler Functionen haben. Daraus folgt, dass auch
die Function o(u, u’, u"),,, als abhingig von x, y, z betrachtet, an keiner Stelle des alge-
braischen Gebildes unendlich werden kann, sondern iiberall den Charakter einer ganzen
rationalen Function besitzen muss. Lisst man den verinderlichen Punkt (x, y, z) eine ge-
schlossene Linie durchlaufen, so dndern sich die Normal-Integrale erster Gattung allgemein
um ein Periodensystem 2®, 2@, 2@”; es geht also o (u, u’, u”),, iiber in:

C(U+20- )y = NP0 () EPE" 48" 5y,

Die Transcendente o, dndert sich also auf einem Periodenwege um einen Exponentialfac-
tor, dessen Exponent eine lineare Function von u, ', u”, d. h. ein Integral erster Gattung
ist.

Diese Exponentialfactoren werden an keiner Stelle Null oder unendlich. Daher hat die
Frage: an welchen Punkten wird die Function o, gleich Null? eine bestimmte Bedeutung.
Denn wenn irgend ein Zweig der Function an einer Stelle des Gebildes verschwindet, so
muss auch jedes durch analytische Fortsetzung daraus abgeleitete Element an derselben
Stelle den bestimmten Werth Null haben.

Wir wissen, dass jeder Quotient G—m an drei Punkten verschwindet, und an drei von
0

(o
dem Index m unabhingigen Stellen unendlich wird. Nun kann der Quotient Fm’ da o0, und

0y nie unendlich werden, nur dadurch verschwinden, dass der Zihler Verscﬁwindet, und
nur dadurch unendlich gross werden, dass der Nenner verschwindet. Es sind also fiir jeden
Index m (m = 0 eingeschlossen) drei Punkte von vornherein bekannt, in denen o;, = 0 wird.
Es ist nun zu beweisen, dass o,, nur an diesen drei Stellen verschwindet.
Das logarithmische Differential von o, ldsst sich, wenn wir diese Function als abhédngig
von x, y, z betrachten, in folgender Weise darstellen:
dlog oy,

Il Il
d(log 6,) = 289 gy 4 T8 0m ypyr , @108 Om

u ou' u’ du”.
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Die Differentialquotienten sind hier so zu bilden, als ob u, «/, 4’ unabhingige Grossen
wiren, dann aber die beschrinkten Werthe derselben einzusetzen. Lisst sich nun beweisen,

dass die drei Grossen
dlogo,, dlogo,, dlogo,

du ’ ou ' u’
nur in den drei bekannten, zum Index m gehorigen Punkten unendlich werden, so folgt, da
dU,dU’, dU" Differentiale nie unendlich werdender Functionen sind, dass auch log(o;,)
nur an den drei bekannten Stellen unendlich wird. Nun bilden wir in derselben Weise:

dlogoy, 9°*log o, 9°*log o,
d = dU + ———
( du ) ou? * dudu’

9*log o,

Juou” du”.

dUu’ +

Hier sind die drei mit dU, dU’, dU" multiplicirten Ausdriicke, wenn wir u, u’, u” als unbe-
schriankt verdanderliche Grossen auffassen, periodischen Functionen der Argumente. Denn
es ist log(o;,) eine Function von u, u', u”, die sich um eine additiv hinzutretende lineare

Function 2nu + 20’ +21"u” + Const. #ndert, wenn die Argumente um ein Perioden-

dlog o, )
910 Om etc. dndern sich daher nur um

u

etc. bleiben ungeéndert. Ferner haben

system vermehrt werden; die ersten Ableitungen

d°log oy,

du?
diese zweiten Ableitungen die Eigenschaft, dass das Product einer jeden mit 62 eine stets
endlich bleibende Function ist; denn jedes dieser Producte ldsst sich darstellen durch eine
ganze Function von o, und ihren Ableitungen. Nun haben alle Quadrate der 64 Functio-
nen o, die Eigenschaft, dass sie sich um denselben Exponentialfactor vermehren, wenn
die Argumente um ein Periodensystem vermehrt werden:

{o(u+2m-- )m}2 = AN (G (), )2

die Constanten 21, 21, 21", die zweiten:

Es sind also diese 64 Functionen 62, ebenso wie die Producte

, d%logoy, , 0%log oy
—_— ———— etc.,
"oour 7 " Juod

der Definition des § 2 im ersten Theil zufolge, Theta-Functionen zweiten Grades mit einer
Charakteristik, deren Elemente p, v saimmtlich Null sind. Da aber, wie dort gezeigt ist, nur
rP linear unabhingige Theta-Functionen rten Grades von einer bestimmten Charakteristik

o . 5 d’log o,
existiren, so muss zwischen GmT
u

lineare homogene Gleichung bestehen. Wir wihlen die acht Quadrate:

und acht Quadraten von Theta-Functionen eine

2 2 2 2
oy, Oi, Oy -+ O7.

Zwischen diesen acht Grossen besteht keine lineare Gleichung von der Form:

A +A 1674 +A707 =0,
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so lange die Argumente als unbeschrinkt gedacht werden. Denn angenommen, dass eine
solche Gleichung existirte, so verschwinden, wenn wir die Argumente gleich Null setzen,
alle Glieder mit Ausnahme des ersten; folglich muss A = 0 sein. Setzen wir ferner die Argu-
mente gleich dem halben Periodensystem @', '/, @', so verschwinden alle Glieder mit
Ausnahme des zweiten; folglich muss A; = 0 sein. Auf diese Weise sieht man, dass alle Co-
. : . : . d*logo,
efficienten A, A - - - A7 gleich Null sein miissen. — Hieraus folgt nun, dass sich 631%
u
zerlegen lassen muss in ein lineares Aggregat:

7

Z (Aacé);

a=0

%log oy

ol sich in dieser Form darstellen lassen muss:
u

0%logo, & ( 62)
oM _ A, =%
du? )y *o2

o=0

dass also

Dasselbe gilt von den fiinf iibrigen zweiten Ableitungen. Setzen wir nun fiir die 6-Quoti-
2

enten ihre Ausdriicke durch x, y, z und x’, y/, 7/, so verwandelt sich jedes Glied Aao—g in

eine rationale Function von x, y, z, welche nur unendlich wird in den drei uns bekan’gten
Punkten, die zum Index m gehoren. Daraus folgt, dass alle sechs zweiten Ableitungen, als
Functionen von x, y, z betrachtet, nur in denselben drei Punkten unendlich werden. Daraus
aber ergiebt sich, dass auch die Integrale

dlogo,, dlogo,, Jdlogo,
du ’ ou ’ ou" ’

und endlich log 6;, selbst nur in den drei zum Index m gehorigen Punkten unendlich wird,
dass also o, nur in diesen drei Punkten verschwindet. Ferner ist klar, dass o, in diesen drei
Punkten auch nur von der ersten Ordnung unendlich klein werden kann; denn sonst miisste

. O, .. . .
der Quotient —= auch von hoherer als der ersten Ordnung unendlich klein werden.
n

§ 19.

Durch die im § 17 gefiihrte Untersuchung ist die eigentliche Bedeutung der im § 3 fest-
gesetzten Beschriinkung der Verinderlichen u, ', u” gezeigt worden. Wir sahen, dass wenn
die Determinantengleichung zwischen den Gréssen Ly, Ly, etc. besteht, die Argumente u,
', u” nicht mehr willkiirlich sind, sondern durch die drei Normal-Integrale, jedes von einer
bestimmten unteren Grenze (x', y', Z') bis zu einer bestimmten oberen (x, y, z) ausgedehnt,
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dargestellt werden konnen. Die Ausdriicke der o-Quotienten, welche wir gefunden haben,
sind also diejenigen Werthe, welche die Functionen

annehmen, wenn fiir die Argumente u, v/, u” die drei Integrale

/dU, /dU’, /dU”,

genommen zwischen diesen beiden Grenzen, eingesetzt werden. Die untere Grenze (¥, y/,
Z') wollen wir als fest annehmen; dann kénnen wir die drei Integrale durch U(x,y, z),
U'(x,y,2), U"(x,y, z) oder kiirzer durch U, U’, U” bezeichnen. Wir kénnen dann die Re-
sultate der vorangehenden Untersuchungen so zusammenfassen:

Setzt man fiir die Argumente u, ', u” der 6-Functionen die Integrale U, U’, U” ein, so
verwandelt sich jede der 64 o-Functionen in eine transcendente Function von x, y, z, die
an drei Stellen des Gebildes, und zwar von der ersten Ordnung, verschwindet. Diese drei
Stellen sind, fiir die graden Functionen 6,,, algebraisch abhingig von der unteren Grenze
der Integrale, und zwar sind sie fiir die Function oy definirt als die gemeinsamen Nullpunk-
te der sieben Functionen Q,,, fiir 0, als diejenigen Nullpunkte der Function €2, ,,, die
weder Doppelpunkte sind, noch der Gleichung F,, = 0 geniigen. Fiir die ungraden Func-
tionen o, dagegen sind sie unmittelbar gegeben; es fillt ndmlich fiir diese einer der drei
Nullpunkte immer mit der unteren Grenze (x', y’, ') zusammen; die beiden andern werden
gebildet durch das von (x', y/, ') unabhiingige Punktepaar m, in welchem H,, verschwindet.

Der Quotient zweier o-Functionen

o(U, U, U,
oc(U,U,U"),

ist eine algebraische Function, die in der Form

nmnR(xa Vs Z)

darstellbar ist; wo R(x,y, z) eine rationale Function bedeutet. Die Gréssen 1 sind Qua-
dratwurzeln aus rationalen Functionen. Bei der Definition dieser Grossen ist eine gewisse
Willkiir gelassen; man kann jede von ihnen mit einer rationalen Function multipliciren, oh-
ne dass die wesentlichen Sétze iiber dieselben gedndert werden. Wir konnen deshalb, wenn
wir wollen

Mo=1, Ma=MMN My = MM Nu
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setzen; endlich ist auch das Product aller sieben Grossen 1,, eine rationale Function. Wir
konnen deshalb

Moo = V Hyy

M= M2M3N4Ns5M6 M7

setzen, wodurch nun alle Grossen 711 bestimmt sind.
Ist m ein ungrader Index, so sind von den Nullpunkten der Function o(U,U’, U"),,
zwei von der unteren Grenze unabhédngig. Aendert man daher die untere Grenze und be-

zeichnet mit U, U/, U" die Normal-Integrale, ausgedehnt von einer neuen willkiirlichen
Stelle x”, y”, 7" bis zu x, y, z, so ist offenbar, dass der Quotient

(U, U, U"),
T, 0,0 )

(=2,3-7),

nur an der Stelle x', y/, 7/ verschwindet, und nur an der Stelle x”, y”, 7/ unendlich wird, bei-
des von der ersten Ordnung. Diese Function @ndert sich iiberhaupt nur um einen constanten
Factor, wenn wir den Index m durch einen andern ungraden Index n ersetzen. Dies geht aus

unmittelbar hervor.

der Gleichung Om _ c—

o, VvH,

§ 20.

Zur Darstellung der allgemeinen o-Functionen fiihrt jetzt folgender Satz.
Es seien

X, 9,2 X, 9,2 X, 0,2
U= / du, U' = / av’, U" = / du”
a,b,c a,b,c a,b,c

die drei Normal-Integrale erster Gattung, genommen von einer festen unteren Grenze (a, b,

¢) bis zum willkiirlichen Punkte (x, y, z); es seien ferner
/ ", / /! / /!
Vo, Vo, Vo, VL V1L Vi V=1 Ve 15 V=15

/ 1. / 1 / !/
wo, Wp, Wo, Wi, Wi, Wi We— 1, W1, Wy

2r Systeme von je drei Constanten, die den drei Bedingungen

r—1 r—1 r—1

Z(VOC—WOC):O7 Z(v:x_wix):ov Z(V&—W&):O

geniigen, im Uebrigen willkiirlich sind; es seien endlich

k07k17k2"'kr—1; l(),l];"'lr—l
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2r beliebige Indices, und m derjenige Index, der durch Zusammensetzung aller entsteht;

dann ist das Product
oc(U+ve: ka
o-T{Some )
H U + W(X )]a

darstellbar durch eine algebraische Functlon von x, y, z, die durch Multiplication mit dem
Factor 7,, in eine rationale iibergeht.

Wir beweisen diesen Satz schrittweise durch das Additionstheorem; zunéchst fiir den
Fall, dass das Product aus einem einzigen Quotienten besteht; dann fiir den Fall r = 2;
daraus folgt schliesslich das Allgemeine.

Wir setzen in dem Additionstheorem, das in der Gleichung (39) des ersten Theils ent-
halten ist, den Index m = 0. Dann erhalten wir:

(&2)) c0®(2v~--)kl®(u+w---)k®(u—w---)l

7
Z [EOWV+W - )a®V—w-)g®U+v-- g ®u—v--)14].

Hier machen wir ferner die Voraussetzung, dass die beiden Indices k, / so beschaffen sind,
dass der aus beiden zusammengesetzte kl grade ist. Dann setzen wir v, v/, V" gleich Null
und driicken die Theta-Functionen aus durch die o. Dann erhilt das Theorem folgende

Gestalt:
;

G(M+W"')kG<M—W"'>[ — Z [AaG(l/l" ')kOCG(u" ')IOC]7
a=0
wo Ag, Ay ---A7 von u, i, u” unabhiingige Factoren bedeuten. Nun setzen wir u = U, ' =
U', u" = U", und dividiren die Gleichung durch {o(U---)o}?. Alsdann wird jedes Glied
des Ausdrucks auf der rechten Seite eine mit dem Factor 1;; behaftete Function; es ist also
der Quotient
O'(U+W )kG( W---)l

{o(U---)o}?

dargestellt in der Form:
nklR(xv Y Z>7

wo R(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Dies beruht auf der Annahme, dass der Index
kl grade ist, weil sonst ¢;; verschwindet und dadurch die Gleichung illusorisch wird.

Es seien nun k,m zwei beliebige Indices. Jedenfalls lidsst sich zu diesen ein dritter,
[, bestimmen, von der Beschaffenheit, dass sowohl kl als ml grade ist. Ist km grade, so
brauchen wir nur / = k zu setzen; dann ist k/ =0, ml = km, also beide Indices, wie verlangt,
grade. Ist aber km ungrade, also entweder von der Form 3¢ oder »A, so setzen wir [ = Aok
(52, A, a, B sollen irgend vier verschiedene der sieben primitiven Indices bedeuten). Es ist
dann im ersten Falle

=Aaf, ml=xAaf;
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1m zweiten:
ki=AaB, ml=xop;

also in beiden Fillen k/ und m/ grade. — Es ist nun bewiesen, dass sich

c(U+w--)yo(U—-w---)
(o(U-—)0P

durch eine mit dem Factor 7y,
{G(U e )0}2

durch eine mit dem Factor 1),,; behaftete algebraische Function von x, y, z ausdriicken ldsst.
Der Quotient beider Gréssen

c(U+w-- )i

c(U+w-)n
ist also eine Function von x, y, z, die durch Multiplication mit dem Factor 7y, in eine ra-
tionale tibergeht; und zwar sind hier die Indices k, m keinerlei Beschrinkung unterworfen.
Damit ist der ausgesprochene Satz fiir den Fall, dass sich das Product auf einen einzigen
Factor reducirt, bewiesen.

Wir vermehren jetzt in der Gleichung (51) die Verdnderlichen # um die Grossen v, und

setzen v+ w = v{,v —w = v;. Dann erhalten wir:

Co@(V1+V2---)kl®(u+V1-'-)k®(u+\/2---)l

;
= Z OO0 e ®Wa-)a O+ vi + v i O+ )1l
a=0

Hier setzen wir wieder die Integrale U, U’, U” fiir die Argumente u, /, u” ein, und erset-
zen die O durch die mit Constanten behafteten o. Dann erhalten wir eine Gleichung von
folgender Form:

,
SU+vi- ) oU+va-) = Y [Bao(U+vi4v2- )a (U~ )ial-

a=0

Hier bedeuten By, B; - - - B7 von x, y, z unabhingige Factoren. Dividirt man diese Gleichung
durch
c(U+vi+vy--+)oo(U--+)o,

so wird, wie bereits bewiesen ist,

G(U+V1+V2---)ka
c(U+vi+va-)o
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eine mit dem Factor 1y,

o(U-)ia
eine mit dem Factor 1, behaftete, also das Product beider Quotienten eine mit dem Factor
Nx; behaftete algebraische Function von x, y, z. Dies gilt von jedem Gliede, also auch von
der Summe; es ist daher

c(U+vi- )ko(U+vy---);
c(U+vi+vy---)oo(U--)o

= nklR(x7 Vs Z)‘

Wir bilden in derselben Weise den Quotienten:

c(U+wi--)po(U+wr-- ),
o(U+wi+wy-)oo(U--)o

Dieser muss sich darstellen lassen durch eine mit dem Factor 7,,,,, behaftete algebraische
Function von x, y, z. Wenn wir nun zwischen den vier Systemen von je drei Constanten:

/ /. / 1. / I/ / /!
V1, V1, Vi V2,7V, Vo, Wi, Wi, Wi, Wa, Wy, Wy
die drei Relationen annehmen:

VitV =wp +wa,
/ / / /
V1 ‘|—V2 =W +W2,
7z /! 7z /!
Vi +V2:W1 +W2,
so werden die Nenner beider Quotienten einander gleich; wir erhalten daher:

(U +vi-- Y o(U+v---),
G(U+W]"')mG(U+W2"')n

= nklmnR(xa Vs Z)'

Damit ist der anfangs ausgesprochene Satz fiir r = 2 bewiesen.

Um nun zum Beweise des allgemeinen Theorems zu gelangen, nehmen wir an, dasselbe
sel bewiesen fiir den Fall, dass das Product aus r — 1 Factoren besteht. Wir sondern vom
Zihler von Q einen, vom Nenner zwei Factoren ab:

o(U+vo-+ )k rljll {6(U+vg - ka}

0= r—1 '
G(U—I—Wo-")lOG(U-l-Wl"-)[l [IZ{G(U+Wa"')la}

Demnach koénnen wir, indem wir im Zidhler und Nenner einen Factor

G(U—I—W()—l—wl —V()'-~)()
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hinzufiigen, den Ausdruck Q in die beiden Factoren zerlegen:

o G(U—l—VQ---)kOG(U+W0+W1—V()---)()

0= ;
: o(U+wo-- )i, 0(U+wr--)y
0 G(U+V1---)kl ﬁ{G(U+va---)ka}
2 = .
G(U—I—W0+W1—Vo---)0a:2 G(U+Wa---)la

Setzen wir nun
kololi =my;  kiky---k—1bl3---1,—1 = my,

so sind zunéchst fiir den ersten Ausdruck Q; die drei Voraussetzungen des Satzes erfiillt;
und da wir denselben fiir » = 2 bewiesen haben, so ist Q1 eine mit dem Factor 1,,, behaftete
algebraische Function von x, y, z. Aber auch fiir den zweiten Factor sind die Voraussetzun-
gen erfiillt; denn da

r—1
Z (Vo —wq)=0

a=0

angenommen ist, SO ist

r—1
Vi —wo— w1 +vy+ Z(VO‘_WO‘):O'

a=2
Nehmen wir also an, dass der Satz fiir Producte von r — 1 Factoren bewiesen sei, so folgt,
dass O, eine mit dem Factor 7),,, behaftete algebraische Function ist. Nun ist mymy = m; es
ist also 1M, Nim, €ine mit 1, behaftete Function von (x, y, z). Daraus erkennt man, dass das
Product Q durch Multiplication mit dem Factor 7, in eine rationale Function von x, y, z
ibergeht. Wenn also der Satz gilt fiir Producte von » — 1 Factoren, so ist er auch richtig fiir
Producte von r Factoren. Da er nun fiir » = 1 und r = 2 bewiesen ist, so gilt er allgemein.

§ 21.

Wir gehen jetzt tiber zur Definition der Abel’schen Functionen dreier unabhéngiger
Verinderlichen u, ', u”. Wenn wir in der Function

o(u,u',u");

die Argumente um ein Periodensystem 2m, 2®’, 2@” vermehren, so dndert sich dieselbe

um den Factor:
(—1)Epe'=ad") gnluud,u"spg)

Der Quotient
o(u,u',u")y
o(u,u',u")
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andert also nur sein Zeichen; und zwar ist

O(ut20- ) _(_y5fplet-e)-q(3-8)) Tk
c(u+2m---) o(u--)

Bilden wir nun ein Product von beliebig vielen -Quotienten, und stellen fiir jeden Factor
diese Gleichung auf:

o(u+20- - )ia (—1)Elp(e—e)—q(8"~5")] o ia
G(U+28 g

- ot e
(=0, 1---r—1),

so fligen sich, wenn wir den aus simmtlichen Indices kg, [, Zusammengesetzten Index mit
m bezeichnen, die » Summen

Z [p(eka . sla) _q(éka _ 5105)]

Zu einer einzigen zusammen:

Y [pe™ —q8™);
{5

Qu+20, ' +20, " +2&") = (—1)EPE"=9"1Q(u, u’ | u").

es ist also, wenn wir das Product
mit Q(u, u’, u"") bezeichnen:

Dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir unter Q(u, u’, u”) die allgemeinere Function

ﬁ{G(M+Va"')ka}

a0 Lo(w+wg-)q

verstehen, wenn nur zwischen den Constanten v und w die Gleichungen bestehen:
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Dies ist eben so leicht zu beweisen.

Wir denken uns nun die 2r Indices kg, Iy so gewdhlt, dass durch Zusammensetzung
aller der Index Null hervorgeht; dann sind die sechs Grossen €” und 6” sammtlich Null;
daraus geht hervor, dass unter dieser Voraussetzung die Function Q eine periodische ist.

Jede so gebildete periodische Function und jede rational aus solchen Quotienten gebil-
dete nennen wir eine Abel’sche Function der Argumente.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar folgender Satz:

Ist @(u, u’, u") eine beliebige Abel’sche Function und sind w, w', w” drei willkiirliche
Constanten, so ist @(u+w, ' +w', u” +w") ebenfalls eine Abel’sche Function.

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz fithrt nun unmittelbar zu der algebrai-
schen Darstellung der Abel’schen Functionen durch eine Anzahl von Grossensystemen
(x0, Y0, 20)s (X1, y1, 21) etc., die der Gleichung L = 0 geniigen. Aus diesem Satze geht nim-
lich Folgendes hervor:

Setzt man in dem Ausdrucke irgend einer Abel’schen Function @ (u, u’, u”) fiir die Ar-
gumente die Integrale erster Gattung [dU, [dU’, [dU”, ausgedehnt von einer als fest
gedachten unteren Grenze (a, b, ¢) bis zu einer willkiirlichen oberen (x, y, z), so verwan-
delt sich die Abel’sche Function in eine rationale Function von (x, y, 7).

Setzt man nun fiir jedes der Argumente nicht ein Integral, sondern eine Summe von
Integralen, die alle aus derselben Differentialfunction entspringen:

(¥aYarZa)
u=Y / (du),

(aa,basca)
(YarYar2a)

=Y [(av),
* (aa;basCa)
(¥aYarZa)

u// — Z /(dU//) ’

o

(aaabavca)

so wird die Abel’sche Function eine rationale Function simmtlicher oberen Grenzen (xg,
Ya, Za)- Denn sondern wir von den aufgestellten Summen diejenigen Integrale ab, deren
obere Grenze der Punkt (xq, Yo, Zo) iSt, so erhalten wir:

(ambmca)
u= / (dU)+w,

(xa 7Y¢x,Za)
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(aasbasca)

u = /(dU’) +w,
(¥arYorZa)
(aa;basca)

u// — / (dU//> +W”.
(¥aYorZa)

Nehmen wir nun x4, yq, Z¢ allein als verdnderlich, die tibrigen Werthsysteme als con-
stant an, so sind auch w, w’, w"” drei constante Grossen und @(u+w, @' +w', W’ +w") jeden-
falls eine Abel’sche Function von , &', u”. Setzt man hier fiir u, @', '’ die von (ay,bg,cq)
bis (Xg,Ya,ze) ausgedehnten Integrale ein, so verwandelt sich, dem ausgesprochenen Satz
zufolge @(z+w---) in eine rationale Function von (x¢,y¢,Z¢ ). Es ist aber dann 7+ w = u,
w+w =i, 7" +w' =u"; folglich erkennen wir, dass durch die Substitution der Integral-
summen fiir die Argumente die Abel’sche Function ¢(u, «’, u”) in eine rationale Function
von (Xg, Ya, Z¢ ) Uibergeht.

Wir konnen nun die Formeln fiir die Darstellung der Argumente in folgender Weise
schreiben:

u= Z{U(xa,ya,za) —U(aoubouca)}a

o

l/t/ Z{UI(Xa,ya,Za)_U/(aaabaaca)}a

o
Z {U”(Xavya,za) - U”(aa,ba,ca)} )
o

!/
u

wenn wir unter U (x, y, z), U'(x, y, 2), U” (x, y, z) die drei Integrale verstehen:

HA HA HA
2kgR’ 2kgR’ 2kgR’

Daraus geht hervor — wenn wir auf die volle Vieldeutigkeit der Integrale Riicksicht neh-
men — dass die Argumente u, u/, u” sich nur um ein Periodensystem #ndern, wenn zwei
der Werthsysteme (x¢, Vo, Z¢) mit einander vertauscht werden. Die Abel’schen Functionen
bleiben mithin vollstdndig ungeéndert, wenn die Werthsysteme (x¢,yo,2¢) beliebig unter
einander vertauscht werden. Demnach ergiebt sich folgender Satz:

Setzt man fiir die Argumente u, ', u” irgend einer Abel’schen Function ¢ (u, ', u”") die
Integral-Summen:

(Xa:Ya 7Zoc)

u=2{ /(dU)} = Z{U(xa,ya,zw —U(aa,ba,ca>} etc.

(ambmca)
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ein, so verwandelt sich dieselbe in eine rationale und symmetrische Function simmtli-
cher Werthsysteme (X, Yo, Z¢)- Es sind also jetzt die Abel’schen Functionen nicht nur
allgemein definirt, sondern es ist auch die Grundlage gegeben zu ihrer Darstellung durch
symmetrische Functionen einer Anzahl der Gleichung L = 0 geniigender Werthsysteme.

§ 22.

Es ist klar, dass je nach der Anzahl der Integrale, die man zur Darstellung der Argu-
mente verwendet, und nach der Wahl ihrer unteren Grenzen, die Darstellung der Abel’schen
Functionen verschieden ausfallen muss. Die volle Veridnderlichkeit ist gewahrt, wenn man
die Argumente durch Summen von je drei Integralen ausdriickt mit beliebigen, aber fest
gewihlten unteren Grenzen. Nimmt man eine der unteren Grenzen, oder beide, noch als
willkiirlich verédnderlich an, so wiirden sogar zwei Integrale ausreichen. Die Methode zur
Darstellung der o-Functionen, welche im Folgenden benutzt wird, ist anwendbar unter al-
len diesen besonderen Annahmen. Wir machen diejenige Annahme, welche zur Darstellung
der o-Quotienten in der Weber’schen Form fiihrt, weil wir bei dieser Annahme keinerlei
algebraischen Schwierigkeiten begegnen. Es seien

(x0,¥0,20), (x1,¥y1,21), (%2,¥2,22), (x3,¥3,23);
(ao, bo, co), (a1,b1,c1), (az,ba,c2), (az,b3,c3)

acht Werthsysteme, die der Gleichung L = 0 geniigen; die vier oberen sehen wir als veridn-
derlich, die iibrigen als feste Punkte des Gebildes an. Wir setzen dann:

( 3
U= Z {U(Xh, Yhs Zh) - U(Clh, bh7 Ch)} ’

h=0

3
(52) W'=Y {U ns yns zn) = U’ (an, bus cn) }

h=0

3
W' =Y {U" (xn, yn, 2n) —U" (ap, by, cn) } -
\ h=0

Es wiire erlaubt — wovon wir indess keinen Gebrauch machen — ohne die Verénderlich-
keit der Argumente zu beschrinken, eins der vier Werthsysteme (xy, yj, z,) als constant
anzunehmen. Ueber die vier unteren Grenzen haben wir freie Verfiigung. Wir beschrin-
ken dieselben durch die Bedingung, dass es eine homogene Function dritter Ordnung H
geben soll, die an diesen vier Punkten verschwindet und ausserdem an den simmtlichen
Doppelpunkten. Diese Function muss die Form haben:

(53) H=AH+BH +CH";
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denken wir uns also die andere Gleichung M = 0 zu Grunde gelegt, so sind die unteren
Grenzen der Integrale angenommen als die vier Schnittpunkte der Curve M = 0 mit einer
gegebenen Graden H = 0.

Wir setzen nun zur Abkiirzung:

U(xXp, yn,zn) =Ups Ulap, by, cp) =V, (h=0,1,2,3);
ebenso

U/(Xh»)’hazh) :U],/” U/(ah7bh7ch) :V}i,
U" (xn, ynr zn) = Uy, U™ (ap, by, cp) =Vy, -

Als untere Grenze wird in allen Integralen derselbe feste Punkt angenommen. Dann ist:

3

(54) u=Y (Uy=Vy), u' =Y (Uy=Vy), u" =) (Uy-V).
h=0 h h

Diese Ausdriicke denken wir uns in irgend eine der 64 Functionen o (u, u’, u”),, eingesetzt.
Nehmen wir die drei letzten Werthsysteme (xy, y;,, z,) als constant an, so ist o (u, u/, u”),
eine Function von (x, Yo, zo) allein; und zwar kann diese Function so dargestellt werden:

o(u, ', u" )y = o (Uo+w,U)+w, U +w" ),
WO
UO - U(X(),yO,ZO), U(/): U/(X(),y(),ZO), U(/)/ :U”(XOJO,ZO)
ist, und w, w’, w” drei Constanten bedeuten, definirt durch die Gleichungen:
U +Uy+Us—(V+Vi+Va+V3)=w,
Ul +U,+U,— (Vg+V{+Vy+ Vi) =W,
U + U + U — (G Vil Vi Vi) =

Wir verstehen nun unter n einen beliebigen der 28 ungraden Indices, und bilden den
Quotienten:

_ c(Up+w-)mo(Uy—U;-++)no(Uy—U- - )yo(Up—Us-- )y,
G(U()—V()~'~)nG(U()—V1-~')nG(U()—Vz'-')nG(U()—V_?,"-)n

(55) Q

Dieser muss sich, da die Gleichungen
w—U —Uy—Us+Vg+Vi+Vo+V;3 =0, etc.

erfiillt sind, dem in § 20 bewiesenen Satze zufolge darstellen lassen durch eine algebraische
Function von (x, Yo, z0), die durch Multiplication mit dem Factor 19, in eine rationale
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iibergeht. (Unter n¥ verstehen wir dieselbe Function von (xg, yo, 20), die s von (x, y, 7)
ist.)

Wir wollen (x, y, z) anstatt des verdnderlichen Werthsystems (xo, Yo, zo), und entspre-
chend U, U’, U” fiir Uy, U}, Uj schreiben. Untersuchen wir jetzt, an welchen Stellen der
Quotient Q verschwindet und unendlich wird. Bis auf den Factor (U +w- - ),,, der nir-
gends unendlich wird, sind alle Grossen, die in dem Ausdruck Q vorkommen, specielle
o-Functionen von der frither betrachteten Art, die in dem Punktepaare (), und ausserdem
jede nur noch an einer Stelle verschwinden; nimlich 6(U — U - - - ), im Punkte (xi, yi, 21),
o(U—U,---), im Punkte (x3, y2, 22), (U —Vyy- -+ ), im Punkte (ag, by, c) etc. Der Nen-
ner von Q verschwindet also in den vier von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunk-
ten der Function H von der ersten Ordnung, und in dem Punktepaare (n) von der vierten
Ordnung; der Zihler verschwindet in dem Punktepaare (n) von der dritten Ordnung, und
in den drei Punkten (xj, y;, z;) (h = 1,2, 3) von der ersten Ordnung. Der Quotient ist ei-
ne algebraische Function, die iiberall den Charakter einer rationalen hat; die Anzahl ihrer
Nullpunkte muss daher gleich der Anzahl der Stellen sein, in denen sie unendlich wird;
daraus folgt, dass die Function o(u, u’, u"),,, als abhingig von einem der Werthsysteme
(X, yn, zn) aufgefasst, an drei Punkten verschwindet.

Demnach ist der Quotient Q als Function von (x, y, z) definirt durch folgende Bedin-
gungen:

Erstens. Durch Multiplication mit dem Factor 1,,,, geht Q in eine rationale Function
von (x, y, z) iiber.

Zweitens. Q wird unendlich, und zwar von der ersten Ordnung, nur in sechs Punkten,
ndmlich den vier von den Doppelpunkten verschiedenen Punkten, in denen H = 0 ist, und
dem Punktepaare (n).

Drittens.  Q verschwindet in den drei willkiirlich gegebenen Stellen (x,, yj, z;) (h =
1,2,3).

Durch diese Bedingungen ist die Function Q bestimmt bis auf einen von (x, y, z) unab-
hingigen Factor. Dies wird so bewiesen:

Angenommen, dass die Function Q durch die aufgestellten Bedingungen noch nicht
bestimmt wire, so miisste es, wie auch die Punkte (xy, y,, z;,) gewihlt sind, zwei Func-
tionen Q und Q' von nicht constantem Verhiltniss geben, die den Bedingungen geniigen.
Wir bestimmen zuerst eine solche Function Q. Diese verschwindet an sechs Stellen; also
ausser den Stellen (xp,, yj, z5) in drei ferneren (x), ), z),) (h =1, 2, 3). Setzen wir nun in
den gegebenen Bedingungen diese neuen drei Stellen an Stelle der Punkte (x,, yp, z4), SO
ist zunidchst Q eine Function der verlangten Art. Dann aber miisste eine zweite Function O’
existiren, die ebenfal/ls den Bedingungen geniigt, und deren Verhiltniss zu Q nicht constant

ist. Der Quotient = wire dann eine rationale Function, die nur an den drei willkiirlich

gewihlten Stellen, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird. Eine solche Function
existirt aber nicht.
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Die Aufgabe, die Function Q darzustellen, wird nun dadurch gelost, dass man vier
specielle Functionen
Pn, Om;, Rmy Sm

aufstellt, zwischen denen keine lineare Gleichung besteht, und die den ersten beiden Bedin-
gungen Geniige leisten. Dies ist sehr leicht, wenn wir den von Herrn Weber in die Theorie
eingefithrten Begriff der Wurzelfunctionen anwenden. Wir sehen hierbei nicht x, y, z, son-
dern H,H,H als urspriingliche Verinderliche an.

Es sei r eine gegebene positive ganze Zahl. Dann kdnnen wir den Index m auf verschie-
dene Arten in ein Product von r ungraden Indices zerlegen:

1.1/ /
m=abc---e, m=abc---¢e etc.

Diesen Zerlegungen entsprechend kann man die Producte:
P=+vH,VH,VH.---vVH,, P =vHyvVHy- --VH,, etc.

bilden. Jedes dieser Producte und jedes lineare Aggregat derselben cP + ¢’P'+ etc. nennt
Herr Weber eine Wurzelfunction rter Ordnung mit dem Index m.

Fiir r = 1 giebt es nur dann Wurzelfunctionen, wenn der Index m ungrade ist, und zwar
auch dann nur die Grosse \/I-Tm oder C\/I‘Tm selbst. Fiir r = 2 sind, wenn m = 0 ist, die
Wurzelfunctionen identisch mit den aus H, H, H linear gebildeten Ausdriicken; es giebt
also fiir m = 0, r = 2 drei linear unabhiingige Wurzelfunctionen. Ist dagegen r = 2, und m
von 0 verschieden, so wissen wir aus § 9, dass sich sechs Producte

vH,vVH, ~HyVHy etc.

bilden lassen, von der Beschaffenheit, dass ab = a’b’ etc. = m ist, dass aber zwischen
je dreien derselben eine lineare Gleichung besteht. Die Anzahl der linear unabhéngigen
Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem Index m ist also gleich 3, wenn m = 0 ist, = 2,
wenn m von 0 verschieden ist.

Ueber die Wurzelfunctionen gelten nun folgende allgemeine Sitze:

I.  Der Quotient zweier Wurzelfunctionen gleicher Ordnung, deren eine zum Index m,
die andre zum Index n gehort, ist eine mit dem Factor 7,,,,, behaftete algebraische Function;
also eine rationale, wenn m = n ist.

Dies ist unmittelbar einleuchtend, da der Quotient je zweier Glieder des Zihlers und
Nenners eine mit dem Factor 1,,, behaftete Function ist. Dividirt man ferner eine Wurzel-
function rter Ordnung durch eins ihrer Glieder:

so verschwindet der Nenner genau in 2r Punkten, ndmlich den Berithrungspunkten der r
Doppeltangenten H, = 0,H;, = 0--- H, = 0; da der Quotient eine rationale Function ist, so
muss auch der Zahler in eben so vielen Punkten verschwinden. Es gilt also der Satz:
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II. Jede Wurzelfunction rter Ordnung verschwindet in 2r Punkten.

Daraus wiederum geht, fiir r > 2, hervor:

III.  Die Anzahl der linear unabhingigen Wurzelfunctionen rter Ordnung mit dem
Index m ist nicht grosser als 2r — 2. Oder: Zwischen je 2r — 1 Functionen dieser Art besteht
eine lineare homogene Gleichung.

Denn wenn wirklich 27 — 2 linear unabhéngige Functionen dieser Art existiren, so ldsst
sich eine Wurzelfunction rter Ordnung mit dem Index m bestimmen, die an 2r — 3 willkiir-
lich gewdhlten Punkten py, p»,--- p2,—3 verschwindet. Diese verschwindet ausserdem nur
noch in drei Punkten p>,_», p2,—1, p2r. Wir nennen diese Function W und bilden nun eine
zweite Function W’ derselben Art, die an den 2r — 3 Stellen: pa,, par—1, P2r—2, P2r—3,"** P4

verschwindet. Angenommen nun, dass der obige Satz nicht richtig wire, so wiirden wir W’
!/

so bestimmen konnen, dass das Verhiltniss K keine Constante ist; dieses Verhiltniss ist
aber jedenfalls eine rationale Function, nach dem ersten Satze; wir hitten also eine ratio-
nale Function, die nur an den drei willkiirlichen Stellen p1, p», p3, und zwar von der ersten
Ordnung, unendlich wird. Dies ist unmoglich.

Aus dem letzten Satze geht, fiir r = 3, hervor, dass es nicht mehr als vier linear unab-
hingige Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem Index m giebt. Diese konnen wir auf
folgende Weise bilden.

Wir wihlen irgend einen Index p von der Beschaffenheit, dass pm grade ist, und zer-
legen p in zwei ungrade Indices k, [. km und [m sind dann von O verschieden, denn wire
z. B. km = 0, so wire klm = [, was nicht moglich ist, da klm als grade, / als ungrade vor-
ausgesetzt ist. Es giebt deshalb genau zwei linear unabhingige Wurzelfunctionen zweiter
Ordnung mit dem Index km, und zwei mit dem Index /m. Wir bezeichnen von diesen vier
Functionen (die im Uebrigen beliebig gewihlt sein konnen) die beiden ersteren durch A,
By, die letzteren durch Ay, By,,. Es sind dann

(56) Pm =AmVHe, qm=BnVHy, rm=AnVH, sy=B,VH

vier Wurzelfunctionen dritter Ordnung, von denen wir behaupten, dass sie von einander
linear unabhéngig sind.

Denn angenommen, es bestehe zwischen ihnen eine lineare Gleichung, so wiirde also
eine Gleichung existiren von der Form:

kaVHk"‘VVImVHl :07

wo Wy, eine Wurzelfunction zweiter Ordnung mit dem Index km, Wj,, mit dem Index /m
bedeutet. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass Wy, in den beiden Beriihrungspunkten der
Tangente H; = 0 verschwinden miisste. Zerlegen wir jetzt den Index km in zwei ungrade
Indices a, b und bilden das Product

WiV HaV Hyp,
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so ldsst sich dieses, einem in § 9 bewiesenen Satze zufolge (S. 71) darstellen durch eine
homogene quadratische Function der Grossen H, H, H. Es miisste also eine homogene
quadratische Function G dieser Grossen existiren, die in den sechs Beriihrungspunkten der
Tangenten H,, H,, H; verschwindet. Es sei d ein neuer ungrader Index. Bilden wir dann
den Quotienten:
GZ
H,HyH H,'

so hitten wir in diesem eine rationale Function der Verhiltnisse H : H : ﬁ, die nur in Be-
riihrungspunkten der Tangente H; = 0 unendlich wird, und zwar von der zweiten Ordnung.
Functionen von derselben Beschaffenheit sind

H H

H;,” H;' H;

| |

Zwischen diesen vier Gréssen muss eine lineare homogene Relation stattfinden. Denn wir
wiirden sonst ein Aggregat derselben bilden konnen, welches nur vom zweiten Grade ist.
Es muss also
G? A H H _H
H,H,HH; ~H; H; Hy
oder: o
G? = H,H,H;(AH + BH + CH)

sein, wo A, B, C constante Coefficienten bedeuten. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass
die Linie AH + BH + CH = 0 ebenfalls eine Doppeltangente sein muss. Da es aber nur die
28 Doppeltangenten giebt, so muss AH + BH + CH = H, sein, wo ¢ einen der 28 ungraden
Indices bedeutet.

Wir erhalten demnach

G= \/ITa\/ITb\/E\/Ea

oder, da G = vV H,V HpApy, ist,
Apn = VHH,.

Nun ist
Akm

VH-VH,
eine mit dem Factor 1y, behaftete Function. Ist diese constant, so muss klmc = 0, oder
klm = c sein. Dies aber widerspricht unsern Voraussetzungen; denn wir haben den Index
klm als grade angenommen, und der Index c ist ungrade.
Dadurch ist bewiesen, dass zwischen den vier Grossen py,, Gm, Ym, Sm,» Welche wir auf-
gestellt haben, keine lineare Gleichung besteht. Dividiren wir jetzt jede derselben durch
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das Product Hv/ H,,, welches eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index # ist, so
ist jeder der Quotienten

/ Pm dm T'm Sm

CO MmO Thva M ave T ava,

nach dem ersten Satze eine mit dem Factor 1),,, behaftete algebraische Function, die of-
fenbar nur in den vier Schnittpunkten der Linie H = 0 und den beiden Beriihrungspunkten
der Tangente H, = 0 unendlich wird, an allen sechs Punkten nur von der ersten Ordnung.
Diese vier Functionen geniigen also den ersten beiden Bedingungen, welche fiir die Func-
tion Q aufgestellt worden sind. Dasselbe gilt von jedem linearen Aggregat derselben; und
da zwischen P,, O, Ry, S, keine homogene lineare Gleichung besteht, so konnen die
Coefficienten dieses Aggregats:

AP, + BQ,, +CR,, + DS,y

so bestimmt werden, dass dasselbe in den Punkten (x;, v, z) (h = 1, 2, 3) verschwindet.
Damit ist aber die Function Q bis auf einen von (x, y, z) unabhingigen Factor bestimmt.
Wir bezeichnen durch
(h) (h) (h) (h)

Pm'y dm’s Tm', Sm

die Werthe, welche die Wurzelfunctionen p,, gm, 'm, S annehmen, wenn (x,, yp,, z) fiir
(x,y, z) gesetzt wird. Die Verhiltnisse der Coefficienten A, B, C, D sind dann bestimmt
durch die drei Gleichungen:

ApS +BglY +Cr D5 =0 (h=1,2,3).
Die Function Q nimmt also die Form an:

Pm 9m Tm Sm
W

D

wo Qg einen von x, y, z unabhingigen Factor bedeutet. Wir fiihren jetzt wieder (xo, o, zo)
fiir (x, y, z) ein, und bezeichnen die Determinante:

0 0 0 0
pm Qm rm Sm
pl ql rl Sl
(57) mo T T Pml e D,
Py TS
pm qm rm Sm

Diese Determinante ist eine alternirende Function der vier Werthsysteme. Aufgefasst als
Function von (xo, yo, z0) verschwindet sie, da sie eine Wurzelfunction dritter Ordnung
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ist, an sechs Punkten. Von diesen sind drei bekannt, ndmlich die Punkte (x;, ys, z) (h =
1,2, 3); die drei iibrigen miissen die Nullpunkte der Function 6(Up+w- - - ), oder & (u, o/,
u"),u sein. Nun kommen in dem Determinanten-Ausdruck D,, die vier Punkte (ay,, by, cp,)
gar nicht vor; daraus ergiebt sich:

Die drei Punkte, in denen die Function & (u, «’, u"),,, als abhingig von (xo, yo, zo) auf-
gefasst, verschwindet, sind unabhingig von der Lage der die Curve M = 0 durchschneiden-
den Linie H = 0.

Wir haben also jetzt zur Darstellung der allgemeinen o-Function folgende Gleichung:

3
o(u, ', u" ) 1 {o(Uo—Up--)u}

h=1 _ Q0Dn
3 0’
1T {o(U0—Ve-- )} HOVH]

Diese Gleichung multipliciren wir im Zihler mit
o(Ur=Uy - )no(Ui—Us-)o(Ua—Us-+)n,

im Nenner mit
3 3 3
[T{oWi—Vi--)u} [T{oWa=Vi---)u} [[{o(Us = Vi )}
k=0 k=0 k=0

Alle diese Factoren sind von (xg, yo, zo) unabhingig; es @ndert sich also auf der rechten
Seite nur der Werth des von (xo, yo, zo) unabhéngigen Factors Q. Endlich ersetzen wir HO
(oder H(xg, yo, z0)) durch das Product

3 3
H{H<xk7ykyzk)} = | |{H(k)}’
k=0 Py

3
und VH? durch [] { V H,gk) } Dadurch tritt gleichfalls zu Q nur ein von (xo, yo, zo) unab-
k=0

hingiger Factor hinzu. Auf diese Weise erhalten wir:

roon hl;[k{cajk ~ Ui n} . QODm
G(”?“?” %ﬂ 3 3 - 3 9
[ {oW—Vi- )b TT{HOVEY}

k=0h=0 k=0

wo Qp, ebenso wie vorhin Qy, einen von (x0, Y0, 20) unabhingigen Factor bedeutet, und
H®, V/H" dieselben Functionen von (xk, Yk, 2k) sind, wie H und v H, von (x, y, z).
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Nun ist leicht einzusehen, dass der Factor Q nicht nur von (xo, yo, zo), sondern auch
von den drei {ibrigen veridnderlichen Werthsystemen unabhingig ist. Denn es ist

G(Uk—Uh~-'>n:—G(Uh—Uk~-')n

eine alternirende Function der beiden Werthsysteme (xy, yx, zx) und (xp, yu, z); also das

Product
[T{cW—Us--)n}
h>k

eine alternirende Function aller vier Werthsysteme. Dieselbe Eigenschaft hat die Determi-
nante D,,. Die iibrigen Factoren dagegen

o(u,u,u" )y,

3 3
[TTT{cWn—Vi--)n},
k=0h=0

k=0

sind symmetrisch in Bezug auf die vier Werthsysteme. Es muss daher der Factor Q, un-
gedndert bleiben, wenn wir die vier Werthsysteme (xj, y;, z;) beliebig unter einander ver-
tauschen. Nun ist Q, unabhingig von (x, Yo, zo); daher ist er auch unabhingig von den
iibrigen drei Werthsystemen, d. h. eine von den Argumenten u, u’, u” unabhingige Con-
stante. Bis auf diesen constanten Factor ist demnach die Function o (u, «’, u”),, vollstindig
bestimmt, und gegeben durch den Ausdruck:

3 3
0 [T {o(Up—Vi+-)a}
(58) o (i1l u" ) = — Q0Dm_ k=0r=0
i1 {Ho VD) T o= Uy )a}

k=0

Hiermit ist die allgemeine o-Function ausgedriickt durch die frither definirten speciellen,
in denen jedes Argument durch ein Integral dargestellt wird. Das Wesentliche dieser Dar-
stellung ist, dass in derselben zunéchst ein Factor voransteht, der eine algebraische — und
zwar alternirende — Function der vier Werthsysteme ist, die nur an festen Stellen unendlich
wird; dann der Zihler vier transcendente Functionen

3
@, yir z0) = [ [{0(Un=Vic---)n}  (h=0,1,2,3)
k=0

enthilt, deren jede nur von einem Werthsystem abhiéngt; endlich der Nenner sechs tran-
scendente Functionen enthilt, deren jede nur von zwei Werthsystemen abhingt:

(P(Xh, Yhs Zhs Xky Yk Zk) = G(Uh — Uk' . ~)n,
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und zwar so, dass sie ihr Zeichen dndert, wenn die beiden Werthsysteme vertauscht werden.
Bildet man jetzt den Quotienten zweier Functionen o (u, u’, u”),,, so erhélt man

(59)

wo C einen constanten Factor bedeutet. D, und D, sind alternirende Functionen der vier
Werthsysteme, und, wenn wir sie als abhiingig von einem derselben auffassen, begrifflich
fixirt als diejenigen Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit den Indices m und n, die an den
drei iibrigen Stellen verschwinden. Diese Functionen kdnnen daher in sehr verschiedener
Form ausgedriickt werden, die sich aber alle nur durch constante Factoren unterscheiden.
Wenn wir eine bestimmte Form der Darstellung gewihlt haben, so kommt es darauf an, den
Factor C zu bestimmen. Wir werden zeigen, auf welche Weise dies geschehen kann, werden
aber die Untersuchung nicht durchfiihren, weil dieselbe kaum von wesentlichem Nutzen
sein wiirde. Denn obwohl die Grossen D,, ihrem Wesen nach einfach definirt sind, so sind
sie doch in ihrer Form zu unsymmetrisch und complicirt, als dass die Einfithrung dieser
Ausdriicke fiir die o-Quotienten in algebraische Probleme — wie etwa das der Verification
der o-Relationen — vortheilhaft sein konnte.

§ 23.

Einige der nun folgenden Sétze beruhen auf einer Umkehrung des in § 20 bewiesenen
Theorems. Es seien wieder U, U’, U” die drei Normal-Integrale, ausgedehnt von einer
festen unteren Grenze (a, b, ¢) bis zum Punkte (x, y, z), und wir bilden wieder ein Product
von o-Quotienten

c(U+v ke,
0= H { o) } .
U +wq - )la
Die 2r Systeme von je drei Constanten:

. / 1" .
Vas Vas Vo, Wa, Wy Wg (0=0,1---r—1)

mogen vorldufig ganz unbestimmt bleiben; das Product aller Indices k, / soll wieder mit m
bezeichnet werden. Wir nehmen nun an, dass dieser Quotient sich in der Form

D NuR(x, Y, z)

darstellen lasse, wo 1,,R(x, y, z) eine mit dem Factor 7, behaftete algebraische Function
von x, y, z bedeuten soll, @ dagegen eine Function, die an keiner Stelle Null oder unendlich
wird. Es ldsst sich dann beweisen, dass die Summen

Y (va—wa), Y (Va—wo): X(Ve—wo)
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gleich einem vollstindigen Periodensystem, und der Factor & eine Exponentialgrosse sein
muss, deren Exponent ein Integral erster Gattung ist.
Um dies zu zeigen, multipliciren wir Q mit noch einem neuen ¢-Quotienten:

S(U+v--)o
c(Utw-)o

die Constanten w, w', w” nehmen wir beliebig an; v, v/, v/ dagegen bestimmen wir so, dass
die Gleichungen

befriedigt werden. Das Product
c(U+v--)o

c(U+w--)o
ist dann, dem bewiesenen Theorem zufolge, eine mit dem Factor 7),,, behaftete algebraische
Function von (x, y, z). Da nun

Q

Q = q)nmR(xv Y Z)
ist, so folgt hieraus:
c(U+v---)o
c(U+w-)o
wo R’(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Setzen wir jetzt fiir (x, y, z) das Werthsystem
(x0, Yo, 20), welches wir als verdnderlich auffassen — wodurch U in Uy, U’ in Uj, U" in U]/
tibergeht, dagegen

=R'(x,y,2),

U +Uy+Us Vo=V —Vo—V;

fiir w, und die entsprechenden Ausdriicke fiir w’, w”, und bezeichnen die Constanten v — w,
v —w', v —w", welche durch die drei Gleichungen

v—w+ Z =0, etc.
bestimmt sind, durch A, /&', h”, so erhalten wir:

G(uth--
CDOW = R’ (x0, Y0, 20)-
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Hier bedeutet ®° eine Function von (x0, Y0, 20), welche nie unendlich wird; die ratio-
nale Function R'(xo, yo, z0) konnte also nur dann unendlich werden, wenn o (u, u’, u")g
verschwindet. Die drei Punkte, in denen dies geschieht, sind algebraisch bestimmt, ndm-
lich als die von (x1,y1,21), (x2,¥2,22), (x3,¥3, z3) verschiedenen Nullpunkte (x}, ], z})
(x5, 5, 25) (x5, ¥4, 25) der Function Dy. Die beiden Systeme von je drei Punkten (xy, 4, z)
und (x},y),z,) sind wechselseitig durch einander bestimmt; das eine System kann da-
her ebensogut als unabhiingig aufgefasst werden. Demnach ist R(xo, yo, z0) eine rationale
Function, die nur an drei Punkten von willkiirlicher Lage unendlich werden kann. Eine
solche Function existirt nicht ausser der Constanten; daher muss

R'(x0,0,20) = ¢
sein, wo ¢ eine Constante bedeutet. Daraus geht nun hervor, dass der Quotient

oc(u+h+--)o
o(u---)y

als abhingig von (xg, yo, zo) aufgefasst, an keiner Stelle Null oder unendlich wird. Da die-
ser Quotient nun symmetrisch in Bezug auf die vier Werthsysteme (xy,, yj, z;) ist, so folgt,
dass dieser Quotient, auch als Function von u, «’, u” aufgefasst, fiir alle endlichen Werthe
dieser Argumente einen endlichen, von Null verschiedenen Werth hat.

Vermehrt man nun in dieser Function die Argumente um ein Periodensystem, so in-
dert sich dieselbe nur um einen constanten Factor. Aus beiden Eigenschaften zusammen
folgt, dass dieser Quotient eine Exponentialgrosse sein muss, deren Exponent eine lineare
Function von u, ', u” ist. Hieraus aber ergiebt sich, dass das Grossensystem &, i', h” ein
Periodensystem sein muss. Wir erhalten also:

h=20, h=2a, W =20"

G(u+h)0 :en(u’u/7u//;pq)'
G(l/t)() ’

daher

PO = ceNwu'u"spq)

9
— e~ 202N Up+21"Ug)

Damit ist die Umkehrung bewiesen. Man sieht hier zugleich, dass man durch Hinzufiigung
eines Periodensystems zu einem beliebigen der 2r Grossensysteme (ve, Vi, Viy)s (Wa» Wy
w ) bewirken kann, dass gradezu

r—1

r—1
Z(VOC—WOC):()? Z(v:x_wix):ov Z(VZ‘—WZ‘):O
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wird; der Factor @ wird dann eine Constante.
Aus diesem Satze folgt zundchst das Abel’sche Theorem. Bezeichnen wir durch

(-xOhyOhZOC) (OC:O, 1""”_1)

die Punkte, in denen eine rationale Function rten Grades von (x, y, z) verschwindet, und
durch

(xixaylouzla) (a:07 ]r_l)

diejenigen, in denen sie unendlich wird, und bildet man das Product:

_ — G(U(X, Y Z) _U(xa,ya,Za)"')n
Q_Po{ @ }

o(U(x,y,2) —U(xXy, Yo» 26) ** In

(unter o, verstehen wir irgend eine ungrade Function), so wird dieser Quotient genau an
denselben Stellen und von derselben Ordnung Null und unendlich, wie die gegebene ratio-
nale Function R(x, y, z) selbst. Denn wir wissen, dass, wenn in der Function o (u, ', "),
fiir die Argumente u, ', u” die Differenzen

U<x, ) Z) - U(x/7 yla Z/)a U/(xa Vs Z) - U/<x/7 y/7 Z/)a
U"(x,y,2) =U"(¥,y', )

eingesetzt werden, o, in eine Function von (x, y, z) iibergeht, die nur im Punkte (x', y', 7/)
und dem festen Punktepaare (n) verschwindet. — Demnach ist

Q=®R(x,y,z),

wo @ einen Factor bedeutet, der nirgends verschwindet, noch unendlich wird. Wenden wir
nun den oben bewiesenen Satz an, so erhalten wir:

( r—1

Y {U(xa, yas za) = U(Xy, Vi 2y) } = 20,
o=0

r—1

(60) Z {U/(xavyOhZOt)_U/<xloc;yixvzix)} :2&/)/7
o=0

r—1

Y {U" (5o Ya, 2a) = U" (X, Yo, ) } = 200"

\ a=0

also den Abel’schen Satz iiber die Integrale erster Gattung. In diesem liegt der Grund,
weswegen die Ausdriicke der o-Quotienten, welche wir aufgestellt haben, unabhingig sind
von der Lage der Linie H = 0, von der doch die unteren Grenzen der Integrale abhingen,
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durch welche die Argumente ausgedriickt sind. Denn wenden wir den Abel’schen Satz auf

die rationale Function .
H AH+BH+CH

H " A'H+BH+CH
an, welche in den vier Punkten (ay, by, cp)(h = 0, 1,2,3) gleich Null, in vier andern:
(a;l, b;l, C;;) unendlich gross wird, so erkennen wir, dass sich die Integral-Summen:

3

Z {U(an, by, cp)} = Z,( )y

Z{U ah,bh,ch } Z Vh
Z{U ah,bh,ch }—Z V;:/

entweder gar nicht, oder nur um ein Periodensystem éndern, wenn die vier von den Doppel-
punkten verschiedenen Nullpunkte der Function H durch die einer andern linearen Function
von H, H, H ersetzt werden. Daher kénnen auch die Argumente auf diese Weise sich nur
um Perioden dndern.

Lassen wir speciell die linearen Ausdriicke H, H' mit zweien der 28 Functionen H,, H,,
— also zwei Doppeltangenten im Gebilde M = 0 — zusammenfallen, so fallen die Punkte
(an, by, cp) paarweise zusammen, und ebenso die vier Punkte (a;,, b}, ¢},). Wir bekommen
also dann:

1
2 Z {U(ah, by, cp) —U(aj, b}, c;l)} =20,
h=0
oder: |
Z {U(ah, by, cp) —U(a),, by, c}l)} =;
h=0
und die entsprechenden Gleichungen gelten fiir die andern Normal-Integrale U’ und U "
Denken wir uns fiir den Augenblick die Integrale als Functionen von H, H, H, und
bezeichnen durch a,,, a;, aj{ die drei Normal-Integrale, ausgedehnt von einem festen Punkte
bis zu einem Beriihrungspunkte der Doppeltangente H, = 0; durch b,, b}, b diejenige,
welche von demselben festen Punkte bis zum andern Beriihrungspunkte erstreckt sind;
dann folgt hieraus, dass durch die Summen je zweier bestimmter Integrale

(an —am) + (bp — bp),
(dy = dp) + (b, = by,
(dy — ) + (b — by
deren untere Grenzen die beiden Beriihrungspunkte der Tangente H,, = 0, und deren obere

Grenzen die Beriihrungspunkte der Tangente H,, = 0 sind, ein halbes Periodensystem darge-
stellt wird. Dieses halbe Periodensystem konnen wir auf folgende Weise niher bestimmen.
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Wir bilden den Quotienten:

0= o(U—am - )k 6(U—=bp-)ko(U--)u
o(U—ay-)io(U—=by- ) o(U--)m’

k soll irgend einen ungraden Index bedeuten. Von diesem Quotienten ist leicht zu sehen,
dass der Zihler an denselben Stellen verschwindet, wie der Nenner. Denn es wird der erste
Factor nur Null in dem einen Beriihrungspunkt der Tangente H,,, = 0, nur unendlich in dem
einen Beriihrungspunkt der Doppeltangente H, = 0; der zweite Factor wird Null in dem
andern Beriihrungspunkt der Tangente H,, = 0, unendlich in dem andern Beriihrungspunkt
der Tangente H,, = 0. In denselben Punkten, in welchen die beiden ersten Factoren ver-
schwinden, wird der dritte unendlich; und umgekehrt verschwindet der dritte Factor in den
beiden Unendlichkeitspunkten der beiden ersten. Q ist also eine Function von x, y, z, die
nirgends Null und nirgends unendlich wird. Wir konnen jetzt o(U - - - ), ersetzen durch das
Product von ¢(U — @™" - ), mit einem Exponentialfactor; dadurch erhélt man

o(U—ap - )o(U—=by-)o(U—a™ )

=P,

wo @ eine Function bedeutet, die weder Null, noch unendlich wird. Nach dem Satze, wel-
chen wir vorhin bewiesen haben, muss nun:

Ay — am+by— by = 0™ +20,
(61) a,—d,+b,—b, =" +20,
al —da, +b) —b, =0 +20"

sein. Dadurch ist jetzt der Index, der zu dem halben Periodensystem @, @', @” gehért,
bestimmt.
Will man jetzt in der Darstellung des Quotienten

o(u,u',u" ) _ C%
D

5 /
(59) o(u,u',u"), N

auch den constanten Factor C bestimmen, so wihle man einen Index r so, dass die zu-
sammengesetzten mr und nr grade werden — was, wie schon in § 20 gezeigt worden ist,
jedenfalls moglich ist — und zerlege r in zwei ungrade Indices &, [. Man kann dann die vier
Functionen p,, gm, 'm, Sm, die zur Bildung von D,, verwendet werden, so wihlen, dass p,,
und g, den Factor V/Hi, rm und s,, den Factor \/ﬁl enthalten, dass also

Pm :AkaHka dm :BkaHk7
Im = AmVH], Sm = BimVH
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ist, wo Ay, und By, Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem Index km, A;,, und By,
solche mit dem Index /m sind. In der Wahl dieser vier Functionen hat man noch eine ge-
wisse Freiheit, da jede lineare Function von Ay, und By, wieder eine Function derselben
Art ist.

Ebenso konnen wir, da auch nkl grade ist, setzen:

Pn = AV Hy, qn = BV Hy,
rn=AnVH], sp = B;,VH.

Die acht Grossen A, B denken wir uns irgendwie bestimmt, so dass jetzt D—m ein bestimmter

Ausdruck wird. Nun setzen wir in der Formel (59) fiir die oberen Grengen der Integrale
Uy, Uy, Uy, Uz bestimmte Punkte des Gebildes M = O; wir setzen namlich fest, dass die
Punkte (xo, Yo, zo) und (x1, y1, z1) den beiden Beriihrungspunkten der Tangente H; = 0, und
(x2, ¥2,22), (x3,3,z3) den beiden Berithrungspunkten der Tangente H; = 0 entsprechen
sollen. Dann geht Uy + U in a; + b;, U> + Us 1n a; + by, iber. Ausserdem ist aber nach dem
Abel’schen Satze: Vo +Vj + Vo + V3 = 2a; +2b; +2m. Es ist daher

{Uh—Vh}:ak—al-l—bk—bl—ZE).

3
u =

h=0
Das Entsprechende gilt fiir die andern Argumente u/, u”. Wir erkennen daher, dass bei

den Voraussetzungen, welche wir gemacht haben, die Argumente u, u’, u” in ein halbes
Periodensystem mit dem Index &/ iibergehen:

u=o"+20,
W =o' + 20,

M/I — (Dkl"—i-Z(T)//.

. O, . .
Der Quotient ?m geht daher iiber in:
n

G((Dkl ... )m

[ A
ook,

eine Grosse, die leicht durch die Moduln ausgedriickt werden kann.
Auf der rechten Seite der Gleichung (59) haben wir nun

H =0, H =0, H}=0, H)=0
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0o 0 .1

zu setzen. Dadurch werden die Grossen r s s,ln, p%l, qf,,, p,3ﬂ, q,% gleich Null; die

m> Smo
Determinante D,, geht demnach iiber in

Py qn 0 0
= Pw dm O O 01 0.1\.23 223
Dm: 2 2 :(pmqm_qmpm)(rmsm_smrm)'
0 0 ry sm
0O O r% s%

In derselben Weise zerfillt die andere Determinante D,,; indem wir den gemeinsamen Fac-
tor beider

VH!VH{VHV H}
fortlassen, erhalten wir demnach:

0 1 0 1 2 np3 2 A3
m _ A Bim — Biomkom . AlnBim — BimAim
- 0 pl 0 41 2 nR3 2 A3
n Akann - BknAkn AlnBln - BlnAln

Sl S

In dem ersten Factor geniigen die vorkommenden Grossen H” und H! den Gleichungen
Hlo =0 und Hl1 =0, in dem zweiten die Grossen H> und H> den Gleichungen H,? =0
und H,? = (. Die Ausdriicke lassen sich reduciren durch Anwendung der in § 9 aufgestell-
ten Relationen unter den Wurzelgrossen. Auf diese Weise gelangt man schliesslich dazu,

—" durch die Parameter allein darzustellen. Der Coefficient C ist dann gegeben durch die
Glléichung:
o(o!...),

c=+2\@ "m
G((Dkl"')n

EE

Die Unbestimmtheit des Vorzeichens riihrt nur daher, dass der Quotient — sein Zei-

chen wechselt, wenn die Argumente um ein Periodensystem vermehrt werden. Bei der
Darstellung eines Products

Om O,

o o

in welchen die Indices m, n, m’, n’ der Bedingung mn = m'n’ geniigen, fillt diese Unbe-
stimmtheit fort. Jede Abel’sche Function ldsst sich daher auf diese Weise vollstiandig, auch
mit Einschluss des Zeichens, bestimmen.

Genauer geht auf die Aufgabe der Constanten-Bestimmung Herr Weber in seiner Theo-
rie der Abel’schen Functionen vom Geschlechte 3 ein, aus welcher diese Methode entlehnt
ist.
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§ 24.
Wir erhielten die Function o, dargestellt in dieser Form
(62) Yo, = CnDp,

wo ¥ ein allen 64 Functionen gemeinsamer Factor ist. Wir wissen ferner, dass die Aus-

Lo
driicke der Quotienten ?m unabhingig sind von der Lage der Linie H = 0. Wir kdnnen

deshalb — indem wir ¥ ngthwendigen Falles noch mit einem constanten Factor multipli-
ciren — annehmen, dass auch C,, von den Grossensystemen (ag, b, cp) etc. unabhingig
ist.

Das Product Wo,, ist demnach als Function von (xp, yo, zo) (oder der entsprechenden
Grossen (H, Hy, ﬁo)) zundchst definirt als eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem
Index m, welche an den drei iibrigen Punkten (xy, y;, z;) verschwindet.

Diese Bedingung definirt die Function bis auf einen von (xo, yo, zo) unabhingigen Fac-
tor. Dieser Factor wird ndher bestimmt durch die weitere Forderung, dass Wo,, eine alter-
nirende Function der vier Werthsysteme sein soll.

Ausdriicke von ganz anderer Form erhilt man, wenn man die Wurzelfunctionen dritter
Ordnung durch Functionen von x, y, z ersetzt. Wir haben hier zunichst die Félle zu unter-
scheiden, in denen m ungrade ist, von denen wo m grade ist; fiir diejenigen, in denen m
ungrade ist, sind wiederum die Fille zu sondern, wo m eingliedrig ist, m = ¢, von denen
wo m zweigliedrig ist, m = scA; endlich sind fiir grade Indices die beiden Fille m = 0 und
m = »A U zu unterscheiden.

I. Esseim=s.

Dann stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf, durch welche wir Wo,, ausdriicken

konnen:
vH,H, H,H, +H,H, VH,,VHy \/H;w.

Dass diese linear unabhiingig sind, erkennt man auf folgende Weise. Es ist

VHVHVHy = VRFy,, VRVH,; =VHNH, G ;;

daher:

VHH)VHuVH) = VHF) Gy

Wenn zwischen den vier aufgestellten Functionen eine lineare Gleichung bestédnde, so miis-
ste demnach eine solche auch bestehen zwischen

H, H, H, F,G,,.

Das ist aber unméglich; denn H, H, H sind linear unabhiéngig, und die letzte Function
hat im Punkte ¢ einen von Null verschiedenen Werth, wihrend die drei andern in diesem
Punkte verschwinden.
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Nach Absonderung des Factors v/H., geht also jede der aufgestellten vier Grossen iiber
in eine homogene Function dritter Ordnung von x, y, z, die in allen sechs von s verschiede-
nen Punkten der Reihe 1,2 - -7 verschwindet. Nun muss Wo,,, als Function von (x, yo, zo)
aufgefasst, ausserdem der Bedingung geniigen, dass sie verschwindet an den drei Stellen
(Xn, Y, zn) (h=1,2,3); es ist demnach

Wo, = VHP(xo, Y0, 20),

wo P(xo, Yo, zo) eine homogene Function dritter Ordnung von (xo, Yo, zo) bedeutet, die an
den drei Stellen (xy, y;, z;) und den sechs von (a,,,b,,,c,.) verschiedenen Stellen (aq,bq,
co) verschwindet.

Hierdurch ist P(xo, yo, z0) ebenfalls bis auf einen von (xo, yo, zo) unabhingigen Factor
definirt. Wir konnen nun eine Function dritter Ordnung, die diesen neun Bedingungen ge-
niigt, in der Form einer Determinante aufstellen. Die erste Horizontalreihe derselben moge
gebildet sein durch die Grossen:

X(3), x%)’? x(2)Z7 xoy(z)“'ng

die darauf folgenden dadurch, dass wir xg, yo, zo der Reihe nach ersetzen durch x1, yi, z;;
X2, Y2, 225 X3, ¥3, z3 und die sechs von (a,,,b,,,c,.) verschiedenen Werthsysteme (aq, bq,
ce); und zwar mogen diese in der Weise auf einander folgen, wie die Indices: a, 3, 7, 6,
A, u. Diese Determinante ist eine alternirende Function aller zehn in ihr vorkommenden
Grossensysteme. Um aus ihr einen in Bezug auf die von s¢ verschiedenen primitiven Indi-
ces a, B, 7, 0, A, u symmetrischen Ausdruck zu erhalten, multipliciren wir sie mit dem
alternirenden Vorzeichen:

€= (_1)a\li'VSMHB\7/57Lu+7\5/1u+5\7tu+l\u

und bezeichnen das Product durch P,,.
Wir erhalten jetzt:

Yo, =CVHP,,

wo C einen von (xg, yo, zo) unabhingigen Factor bedeutet. Wir setzen nun:

C=r,VH.VH:VH.

Dann ist

Yo, =r,VH.VH. VH:VHP,.

Hier muss der Factor r,, nicht allein von (xo, yo, zo), sondern auch, da Wo,, eine alterni-
rende Function der vier Werthsysteme sein soll, und P,, eine solche ist, von den iibrigen
Werthsystemen unabhingig, d. h. eine durch die Parameter ausdriickbare Constante sein.
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Die Verhiltnisse dieser sieben Constanten r,, (auf die es allein ankommt, da wir nur
die Quotienten der ¢ bestimmen wollen), lassen sich durch folgende Methode angeben.
Es ist klar, dass sich jede homogene Function dritter Ordnung von (xo, yo, Z0), die an den
drei Punkten (x, v, zz) (h =1, 2, 3) verschwindet, durch ein lineares Aggregat der sieben
Functionen Py, darstellen lassen muss:

7
F(X())y()a ZO) = Z (AOCPOC)
a=1

Um die Coefficienten zu bestimmen, setzen wir (xo, Yo, 20) = (ds, b5, s ). Dann ver-
schwinden alle sieben Functionen P, mit Ausnahme von P,,; den Werth, den P,, im Punkte
» annimmt, wollen wir durch P,/ bezeichnen. Es ist also

F(as,,b,.,c,) =A, P

Nun ist P,, = €D, wo € das vorhin gegebene Vorzeichen, und D eine Determinante bedeutet.
Setzen wir in dieser Gleichung (xo, Yo, 20) = (@, b, ¢5.), so erhalten wir

P/ =¢D,

wo D eine alternirende Function simmtlicher zehn Werthsysteme (x,, yy,, z,) (h =1, 2, 3),
(ag,ba,cq) (@ =1,2---7) bedeutet. Vertauschen wir in dieser Gleichung s mit &, so &n-
dert die Determinante D ihr Vorzeichen; wir erhalten also

PY = —¢'D,

woO
e (_1)%\ﬁy&lwﬁWﬁzlu+7\5/lu+8\lu+/uu

ist. Nun ist
ce! — (_1)%05\[37/8/1;1 _ (_l)mx\mx -1

es ist also —&’ = €, und daher:

P; =PS.
Hieraus sehen wir, dass der Werth des Ausdrucks P/ = €D von dem Index sz unabhingig
ist. Wir bezeichnen diese Grosse durch P. Wir erhalten demnach die Identitét:

7
PF(-X()v Yo, ZO) = Z {F(ambmca)Pa} .
a=1
Diesen Satz wenden wir an auf eine bestimmte, in den gegebenen Punkten verschwin-
dende Function dritter Ordnung, nimlich auf das Determinanten-Product

Xo Yo 20| |X Yo 20| |X Yo 20
F(x0,Y0,20) = |1 Y1 2 X2 Y2 22| |x3 ¥z z3.
a, b, c, a, by cy ay by cy
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Hier ist
F(a%7b%7c%>:07 F(alab/lack):o? F(au,blucll):();

dagegen
F(aoz;bouca) = (—1>%;Lu|aF(xl,J’17Zl)omF(XZ,)’ZaZz)a/lF(x&)’S;Z3)aua

wenn « von s, A, i verschieden ist. Wir setzen der Kiirze wegen:

h
F('xh7 Yh, Zh)%l = F;il)

Dann besteht also die Identitiit:

Fxo.yo.200P = Y { (=1 R RS FilPa ).
o,B,7,6

Wir denken uns nun die drei Werthsysteme (x,, yj,, z) (h = 1, 2, 3) so beschrinkt, dass
die Gleichung
P=0

erfiillt wird. Das Verschwinden des Ausdrucks P — oder, was dasselbe ist, der Determinante
D — sagt aus, dass es moglich ist, eine Function dritter Ordnung dreier Grossen x, y, z zu
bilden, die an den Stellen (xy, y, z4) (h =1, 2, 3) und den sieben Stellen (aq, by, co) (O =
1,2---7) verschwindet. Es lassen sich nun alle Functionen dritter Ordnung, die an den
Stellen 1,2---7 verschwinden, linear durch H(x,y,z), H(x,y, z), H(x,y, z) ausdriicken.
Die aufgestellte Bedingung ist daher gleichbedeutend mit folgender: Es muss ein linearer
Ausdruck

H—=AH+BH+CH

existiren, der an den Punkten (x1, yi, z1), (x2, ¥2, 22), (x3, ¥3, z3) verschwindet. Werden die
drei Werthsysteme in dieser Weise beschrinkt, so gilt die Gleichung:

ﬁz 5 {1y e r R RGP} =0,
(x7 7y7

Nun lassen wir in den Ausdriicken der Argumente

{U(X}“ Yh, Zh) - U(ah7 bl’n Ch)}a etc.

3
U=

h=0

(x1, y1, 21) mit (a1, br, c1), (%2, y2, 22) mit (a2, by, ¢2), (x3,¥3,23) mit (a3, b3, c3) zZusam-
menfallen. Dann ist die geforderte Bedingung erfiillt. Es geht aber hierdurch o (u, u’, u”),,
tiber in o (U (xo, 0, 20) — U (ao, bo, co) - - - ) »; daher wird

PO, = \/H(.X(), Yo, Zo)%\/H(Cl(), b(), CO)}”
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wo p einen von den Indices unabhingigen Factor bedeutet. Da gleichzeitig

\PG% = I’%\/H(X(), Yo, Z())% \/H(al, bl, Cl)% \/H(az, b27 Cz)% \/H(a37 b3, C3)%P%
ist, so ergiebt sich demnach:
P VH (ag, by, co)
P VH(ay, by, ¢1)VH(az, by, ¢2) . VH(az, b3, c3),.

Wir erhalten also die Relation:

D ~(2) (3
y (_1);4/lu|aF0(“4)Fo(cl)F0(‘#) VHg _o
P ED raVHyVHGVH,
welche allemal dann gilt, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Punkte zusammenfallen mit
den von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunkten einer Function H = AH + BH +

CH. Wir ersetzen jetzt die lineare Function F durch Wurzelgrossen:

i VHLVHIVAL,
Ox \/ﬁ ’
2 2 2
po _ VHGVHVHE,
ar — /—R2 9
o VELVEIVEG,
e N '

Dann geht die gefundene Gleichung iiber in folgende:

¥ 1yl VHYVHY, VHZ, VH, _
a.,B.y,s T

Diese muss stets dann gelten, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Punkte der Curve M =0
auf einer Graden liegen. Wir lassen nun die Grade, auf der diese Punkte liegen, mit einer
Doppeltangente H; = 0 zusammenfallen. Dann fallen auch die Punkte 0, 1, 2, 3 paarweise
zusammen; und zwar mogen die Punkte O und 2 mit dem einen, 1 und 3 mit dem andern
Beriihrungspunkt zusammenfallen. Dadurch ergiebt sich:

v (o1l VHYVHS, VHL, VHY, 0
a,B,y,é o

Diese Gleichung gilt stets, wenn unter O, 1 die beiden Beriithrungspunkte einer Doppeltan-
gente H; = 0 verstanden werden. Wir setzen jetzt d = 6. Dann ist

0 1 .
HSZO, H5:0,
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die Gleichung reducirt sich demnach auf folgende:

{(_D%MQ VHIVHY VHL VHL, } o

Ta

S
a.B.y

Nun ist aber allgemein (nach der ersten Formel des in § 9 aufgestellten Systems):

(—1)Po1 fg 52 VHaVHop + (—1)°%P fo50 VHEVHg;,
+(=1)*P18 £, 52 VH5VHg; = 0;

folglich, da HY = 0,

VHYVHY, : VHIVH; = (=12 fosn: (—1)°P 555
Ebenso ist:

VHGVHY, : VH)VHY = (=1)°1%fys5 0 (=1)° 7 fys55.

Daher konnen wir die zuletzt entwickelte Gleichung folgendermassen schreiben:

S {(_1)%%#806f065). v H(%C% Y H(%CH} — 0,

a.B.y Fo

oder:

s {(_1)ﬁyafaaxVH&%VH&u } _0:

a,B,y To

und diese muss gelten, wenn der Punkt 1 irgend einen der beiden Beriihrungspunkte der
Tangente Hs = 0 bedeutet. Wir wissen aber aus dem in § 9 aufgestellten Gleichungssystem,
dass zwischen den Grossen

VHL VH]

oL

VHL VHL, VHLVH,

Y

ganz unabhingig von der Lage des Punktes 1, die Relation besteht:
Z{(—l)ﬁﬂagafam VHyg, Vv Hém} =0.

Nun muss diese Relation mit der vorigen identisch sein. Denn sonst wiirden wir den Quo-

tienten
_ VHy, VHy,

1 1
VHg, VHg),
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ausdriicken konnen durch die Coefficienten beider Gleichungen; wir wiirden also denselben
Werth erhalten, gleichviel, ob wir die Coordinaten des einen oder des andern Beriihrungs-
punktes einsetzen. Nun ist aber

ﬁ

e :(_1)5aﬁfa5%@ VH,@ (_1)5\05[3@\/_1'711;,

o _

fpsx VHL VH], B fpsu VHL

3

B
daher:
. Jasst oaou H_é
 fpoxSpou Hy
. } . Hg . . .
ist. Es wiirde also der Quotient H_a denselben Werth in dem einen, wie in dem andern

H
Beriihrungspunkte haben. Dasselbe wiirde gelten von H—Y Dies aber wiirde heissen, dass

o
die beiden Beriihrungspunkte zusammenfallen. Da dies unmoglich ist, so konnen die beiden
Gleichungen nicht verschieden sein. Es miissen daher die Coefficienten iibereinstimmen;
d. h. es muss allgemein

ro 8B
5 8a
sein. Wir konnen daher setzen:
L
8

Somit ergiebt sich jetzt, mit vollstandiger Constanten-Bestimmung:

(63) Yo, = 13] {Vut} L,

k=0 8x

II. Esseijetzt m = »A.

Fiir diesen Fall wird die Darstellung von W0, eine dhnliche; nur tritt hier anstatt P,, eine
Function vierter Ordnung Q,,; auf. Wir stellen das System der Wurzelfunctionen dritter
Ordnung mit dem Index s<A auf:

VH,, H, VH, H, VH_ H, ~HVHH,.
]
VR

VENHN ;N H g
VR B VR

vV H,~/H). Dann wird

Diese multipliciren wir mit

H) = F%/,LHA;
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durch die Multiplication entsteht also folgendes System:
F,H, F,H, F_ H, F,H).

Hieraus erkennt man zunichst, dass die aufgestellten vier Grossen wirklich linear unab-
hingig sind, also zur Darstellung von Wo,,; verwandt werden konnen. Denn zwischen H,
H, H besteht offenbar keine lineare Gleichung; wiire aber F,., H, durch die Grossen F, 3 H
etc. ausdriickbar, so wire F,,,H) = F,,; H, wo H eine homogene Function dritter Ordnung
bedeutet. Diese Gleichung miisste eine Identitit sein, weil sie nur von der vierten Ord-
nung, die Gleichung zwischen x, y, z aber von der sechsten Ordnung ist. Es miisste also H),
identisch durch F, ; theilbar sein; was nicht der Fall ist.

Alle vier zuletzt aufgestellten Functionen: F, ) H etc. sind nun von der vierten Ordnung
und haben die Eigenschaft gemein, dass sie an allen Stellen 1,2---7 verschwinden, an
den Stellen s, A aber von der zweiten Ordnung. Dies iibertrigt sich sofort auf das lineare
Aggregat, durch welches Wo,,; dargestellt werden kann. Es muss

1/RO
Yo, = ——= 0(x0, ¥0, 20)
" VHIVH)

sein, wo Q(xo, o, zo) eine homogene Function vierter Ordnung von (x, Yo, zo) bedeutet,
die an den Stellen 1, 2---7 verschwindet, und zwar an den Stellen s, A von der zweiten
Ordnung. Ausserdem muss diese Function verschwinden, wenn (xo, yo, z0) = (X, Y1, Z1)
(h=1,2,3) gesetzt wird. Diesen Bedingungen konnen wir folgende Form geben:

Q(xhayhazh):() (h: 17273)3
Q(aa;bayca)zo ((X§%al);
endlich

d d d
aQ(X, s Z) = 05 a_yQ(xv Y Z) = 07 &_ZQ(x’ Vs Z) =0

firx=a,,y=b,,z=c,undfirx=a,,y=>b),z=cy.

Dies sind 14 lineare homogene Gleichungen zwischen den 15 Coefficienten der Function
O(x, y, z). Dieselbe ist daher durch diese Bedingungen bis auf einen von (xo, yo, zo) unab-
hingigen Factor bestimmt.

Wir stellen diese Function wieder durch eine Determinante dar. Die erste Horizontal-
reihe sei:

X5, %Yo, Xo%0,  XVG»  Xo¥oz0---Zp-

Die darauf folgenden acht Reihen sollen dadurch entstehen, dass man in der ersten (xo, yo,
z0) ersetzt der Reihe nach durch

(Xla)’l;Zl), (XZ»YZ,ZZ), (x3;}’3723); (aOthCvCOC): (aﬁ,bﬁ,Cﬁ),
(aY’ b?” CV>7 (a57b57c5)7 (a,uabl.bcu);
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die nichsten sechs dadurch, dass man die Glieder der ersten Reihe nach xg, yg, zg differen-
zirt, und dann (xg, yo, zo) erstens durch (a,,, b,,, ¢..), zweitens durch (ay, b, c),) ersetzt.
Die letzte Reihe ist demnach:

3 2 3
0, 0, a3, 0, ajby---4cy.
Diese Determinante ist eine alternirende Function der neun Werthsysteme:
(xns ynyzn) (h=0,1,2,3), (aq, by, cq) (@ von s, A verschieden),

und in Bezug auf jedes derselben von der vierten Ordnung; ferner ist sie eine alternirende
Function der beiden Grossensysteme (a,,, b,,, ¢;.) und (ay,, by, c; ), und in Bezug auf jedes
von der neunten Ordnung. Um aus ihr eine Grosse zu erhalten, welche in Bezug auf die
Indices «a, B, 7, 8, U einerseits und s, A andrerseits symmetrisch ist, multipliciren wir sie

mit dem Vorzeichen:
£ — (_1)a\ﬁ75u+ﬁ|V5u+7|5u+5|u+%\/1_

Das Product konnen wir dann bezeichnen durch Q,,;. — Nun ist Q,,; eine alternirende
Function der vier Werthsysteme (xy, i, z1,); 0,3 soll dieselbe Eigenschaft haben; daraus
folgt, dass wir setzen miissen:

3 vV Rk
(64) Yo,), =r. —— ¢ Q>
kg) { VHEPVEY }

wo der Factor r,,; sowohl von (xg, yo, z0), als den iibrigen Veridnderlichen unabhingig, also
eine durch die Parameter ausdriickbare Constante sein muss.

Aus der Form, in der wir die 28 ungraden o-Functionen dargestellt haben, geht die
Existenz der zwischen ihnen bestehenden Relationen hervor. Ein Theil derselben geht sogar
iber in identische Determinanten-Relationen, giiltig fiir unbeschrinkte Werthe der Grossen
(Xny Yn, zn), und von dhnlicher Natur, wie die Relationen zwischen den Determinanten-
Ausdriicken F,,), G, , H,., zu denen wir durch die Betrachtung der Beziehungen zwischen
den speciellen o-Functionen gelangt sind.

Nehmen wir diejenige Relation unter den ungraden o, von der wir am Anfang ausge-
gangen sind:

()
avﬁ§Y75 {(—1)ﬁ7 |af75%f5l3%fﬁ?’%6a6a%} =0,

so verwandelt sich diese, durch Einsetzung der gefundenen Ausdriicke fiir die o, in

(65) o5 s DD fys S PaQue f =0,

WO Py flr rr;. ro;. gesetzt worden ist.
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Wir behaupten nun zunéchst, dass diese Gleichung eine Identitit ist. Nehmen wir an,
dass zwar (x1, 1, 21), (x2, ¥2, 22), (X3, ¥3, z3) der Gleichung L = 0 geniigen, x, o, zo aber
unabhingige Grossen sind, und bezeichnen unter dieser Voraussetzung die linke Seite der
Gleichung (65) durch M(xo, yo, z9), SO muss

M (xo, yo, 20) = F (x0, y0, 20) L(x0, Y0, 20)

sein, weil M stets verschwindet, wenn das Werthsystem (xo, yo, zo) der Gleichung L =0
geniigend angenommen wird. F(xg, yo, o) muss eine lineare Function sein, da Py von der
dritten, Q. von der vierten, L aber von der sechsten Dimension ist. Nun verschwindet zwar
L(xo, ¥0, z0) an den Stellen (x1, y1, z1), (x2, y2, 22), (x3, y3, 23); aber, da dies keine Doppel-
punkte der Gleichung sind, nur von der ersten Ordnung, wihrend M (xg, yo, zo) an diesen
Stellen von der zweiten Ordnung verschwindet. Es miisste demnach die lineare Function
F (xo, yo, z0) ebenfalls an den drei Stellen verschwinden. Dies ist nur dadurch moglich, dass
F —und somit auch M — identisch verschwindet.

Hierauf gestiitzt, konnen wir jetzt dieselbe Folgerung machen, indem wir (xg, yo, zo)
und (x1, y1,z1) als unabhingige Grossen ansehen; und indem man dies fortsetzt, erkennt
man, dass die Gleichung (65) gilt, wenn die Grossen (xy,, yj,, z,), ebenso wie die Parameter
(aq,ba,cq), als unabhingige Grossen angesehen werden.

Ferner ldsst sich leicht zeigen: Die Verhiltnisse der Grossen Pgse, Pgsos Pyses P €Nt-
halten die Parameter ay, by, c;; ay, by, ¢y nicht. Denn nehmen wir das Entgegengesetzte
an, und vertauschen (a;,b;,c;) der Reihe nach mit (xo, yo, 20), (x1, ¥1,21)s (*2, Y2, 22).
Die Determinanten-Ausdriicke Py, und Qg,, vertauschen dadurch nur ihr Zeichen. Dann
bekdmen wir vier, und mit der urspriinglichen, fiinf homogene lineare Gleichungen zwi-

schen den Producten Py Qas., Pg0g.., PyQyse PsQs.., die offenbar unabhéngig von einan-
Pos

der sein miissten. Dies ist unmdéglich. Es kann daher der Quotient p_ nicht die Grossen
B
(ay,,b,,cy) enthalten. Dies gilt natiirlich fiir alle vier Indices A, die von «, 8 und s ver-

schieden sind. Eine ndhere Untersuchung der Gleichung zeigt nun, dass dieser Quotient
auch von (aq,be,ca), (ag,bg,cp), (@x,bs,c5) nicht abhiingen kann. Denn schreiben wir
die Gleichung in dieser Form:

(_l)ﬁysag;ﬂfyé%fSB%fﬁy%PaQa%

1

=———— 8 —1 Yoo |B P
pﬁ%ﬁ7%5{( ) pB%fSa%fﬁy%fay ﬁng%},

so ist in Bezug auf aq, by, coq auf der rechten Seite jedes Glied eine homogene ganze
Function von der Dimension 9. Es ist daher

Pax p 0

PBs
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eine ganze homogene Function neunter Dimension von ag, by, co. Diese muss, da die
Determinanten Py, und Q. keine Theiler besitzen, die selbst ganze Functionen von ag,
by, cq wiren, durch Py und Qg theilbar sein; und zwar so, dass der Quotient wieder
eine ganze Function ist. Nun ist Py von aqy, by, cq unabhingig, Qq, dagegen von der
Dimension 9. Daraus folgt, dass Po eine ganze Function Oter Dimension von ay, by, cq
B
ist. Das heisst: % enthilt ay, by, cq gar nicht; ebensowenig natiirlich ag, bﬁ, Cp-
B
Es konnte hiernach gﬂ hochstens von (a,,,b,,,c,.) abhidngen. Aber auch dies ist un-
B
Pos

moglich; denn man kann Pax zerlegen in ——, und Pﬁ_a. Von beiden Factoren ist durch das

P Pop PBs.
Vorhergehende gezeigt, dass sie von a,,, b,,, c,, unabhédngig sind; folglich gilt dasselbe von

M. Nun enthilt die Gleichung, durch welche dieser Quotient vollig bestimmt sein muss,

P B
ausser den Verianderlichen und den Parametern noch die alternirenden Vorzeichen. Aber

auch diese fallen fort, sobald man anstatt der Grossen Py, Q. etc. und der Gréssen Sy

fsp etc. die reinen Determinanten-Ausdriicke einfiihrt. Es muss daher Pax einen rein

pﬁ%
numerischen Werth haben. Hieraus folgt offenbar, dass Za—% = zﬁ—% sein muss. Nun kann
B o
% nicht gleich —1 sein; denn dann wiirde man erhalten: Pgsc = —Pgs Posze = —Pyses
B
Pgs = —Pys> und dies wiirde einen Widerspruch einschliessen. Daher muss pg;c = pg,.

sein; d. h. es miissen alle 21 Gréssen p,,; denselben Werth haben. Nun ist

Pica =Ty Vo) =€ Tie = —3
8

daher erhalten wir:
c
282

Qi R®
66 Yo, , = 2% - %,
(66) A g%gxkgo{ /1 ® /_Hik)

wo jetzt c fiir alle 21 Functionen 0,,; denselben Factor bedeutet. Zugleich erkennen wir,
dass zwischen den Determinanten-Ausdriicken P und Q die folgende identische Relation
besteht:

Tsed =

_1\B7d|a _
067!33:7/.,5 {( 1) fy‘S%fBB%fﬁY%PaQa%} 0.

II. Esseim=xAu.
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Fiir die graden o-Functionen lassen sich Ausdriicke von genau analoger Form nicht
aufstellen. Es tritt hier ein dhnliches Verhalten ein, wie in der Theorie der Abel’schen

. . . . o .
Functionen von zwei Argumenten, wo die Quotienten GL)“ ebenfalls in ganz anderer Form
0
dargestellt werden, wie die Grossen ?% (unter o, verstehen wir dort die Function ©(u, u’;
0
e v"e) oder eine Function, die sich von dieser nur um einen willkiirlich anzunehmen-

den constanten Factor unterscheidet).
Fiir m = »A u stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf:

\/I_T%VH%AVH%[M \/I_TAVHLUVHZW \/I_T/JVH[J%VHH )
VH,VHyVHy,.

Diese multipliciren wir simmtlich mit dem Factor:

VH,VHVHy

R .

Da das Product dieses Factors mit v H, vV H, ;v H,, gleich F, , F,, ist, so bekommen
wir dadurch folgendes System:

H, H)H,
FaFan,  BpFie Fudp, ——F
von dem leicht einzusehen ist, dass die einzelnen Grossen unter einander linear unabhéngig
sind. Denn zwischen den ersten drei Gliedern, welche quadratische Functionen von x, y, z
sind, die in den Punkten s, A, u verschwinden, besteht offenbar keine Relation. Der letzten
aber konnen wir, da

H,H;,G,,; =RF,,;
ist, die Form geben:
G,
Wiire diese durch die drei fritheren ausdriickbar, so miisste eine Gleichung bestehen von
der Form:
HMF 2 — G%k G,
wo G eine homogene quadratische Function bedeutet. Diese Gleichung miisste, da sie nur

von der vierten Ordnung ist, eine Identitdt sein. Es miisste also Hy, durch G, theilbar sein,
was nicht der Fall ist. Die Function Wo,,;, muss deshalb darstellbar sein in dieser Form:

RO

VH)VH]VH)

‘PG%MJ =

HYH)H)
RO (7

{G(x07 Yo, ZO) +C
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wo G(xg, o, z0) eine quadratische Function bedeutet, die in den Punkten s, A, u ver-
schwindet. Dieser Ausdruck fiir Yo, y muss ferner so bestimmt werden, dass er ver-
schwindet, wenn (xq, yo, z0) = (X, Yi, zr) (h =1, 2, 3) gesetzt wird. Zu diesem Zweck bil-
den wir eine sechsgliedrige Determinante, deren erste Horizontalreihe durch die Grossen

2 2 2
X0,  X0Y0, X0Z0, Yo, Y020, <0

gebildet wird. Die darauf folgenden sollen aus dieser dadurch entstehen, dass man (xo, yo,
z0) der Reihe nach durch

(-xlayl:zl)a (x27y27Z2)7 (a%7 b%7 C%), (aﬂ,ubﬁ,ucl)v (a[.hb,llucl.t)

ersetzt. Diese Determinante multipliciren wir, um sie in Bezug auf die Indices s, A, u
symmetrisch zu machen, mit dem Vorzeichen

€= (_1)%Mu+l\u

und bezeichnen das Product durch
G(Oa 17 2)%1[.1'

Unter G(0, 1, 3),,3,, soll dann diejenige Grosse verstanden werden, die aus G(0, 1,2),.; ,
durch Vertauschung des Werthsystems (x, y2, z2) mit (x3, y3, z3) entsteht, u. s. f. Es ist
dann offenbar:

G(0,1,2) = —G(1,0,2),
G(0,0,2) =0, etc.

Die Function G(xo, Yo, zo) muss dann auf die Form gebracht werden konnen:
G(X(), Y0, ZO) = ClG(O, 2, 3)%&[.1 +bG(0, 3, 1)%1/.1 +CG(O7 1 2);«:1/.17

wo a, b, ¢ von (xp, yo, 20) unabhingige Coefficienten bedeuten. Diese Coefficienten miissen
so bestimmt werden, dass der Ausdruck

HOHYHO
G(xo, 0, 20) +C$

verschwindet, wenn (xg, yo, zo) gleich einem der drei andern Werthsysteme gesetzt wird.

Wir erhalten also: —
H H,H
G(?Cl,yhZl)*‘C_%R/ll ==0
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Andrerseits ist aber, da G(0, 3, 1),,5 , und G(0, 1, 2),, , verschwinden, wenn (xo, yo, 20) =

(x1, 1, 21) gesetzt wird:
G(xhh, Zl) = aG(17 2, 3)%)1,‘11‘

Wir konnen also setzen:
C= G(17 2, 3)%1/47

11 gl
L HHH,

In derselben Weise ergiebt sich:

Die Function, welche wir auf diese Weise erhalten, bezeichnen wir durch R, i

( 0 70 70 17l g1
HOHOH HLH'H
A A u
R%),p, = %RO G(l 2, 3)%1[.1 - %Rl G(2a 3, O)%Au
H H?H? HH>H?
A A
(67) — G0, 0, D — =5 G(0,1,2),y

R
HHy Hy
{ O 1 , 2, 3)%&#};

in welcher Summe jedes Glied aus dem vorhergehenden durch cyklische Vertauschung
der Werthsysteme (xo, yo, 20) - - - (x3, ¥3, z3) und durch Aenderung des Zeichens hervorgeht.
Die Grosse R bedeutet in dieser Formel die dritte Wurzel aus dem Product aller sieben

Grossen Hy:

R = \/H\H,H3H,HsHgHy;

sie kann indess auch rational dargestellt werden.
DaR,, , offenbar eine alternirende Function der vier Werthsysteme ist, so erhalten wir

jetzt:

3 R(K)
(68) ¥o,u=c]] { —— } R
=0 | VHPVHEOVHP

wo ¢ einen von allen Werthsystemen unabhingigen Factor bedeutet. Dieser kann indess
moglicher Weise noch von dem Index s¢A u abhingen.
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IV. m=0.
Hier gehen wir aus von dem System:

\/H_%\/fT/lV H%/'L? \/fTﬂ,\/H_llV Hlp,a \/fT,u\/IT%\/Hu;ﬁ \/H%ﬂ,\/Hl/.L\/H,ll%7

oder:
Fo) F%/.t G)L,U,

\/EF%Z7 \/EFX[.U \/EF/J%a \/I_e H
»

Dass diese Grossen linear unabhiingig sind, zeigt sich in derselben einfachen Weise, wie
frither. Es muss sich also jede Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index O in dieser
Form darstellen lassen:

(Ax+By+Cz)H,.+ DF,; F.u G,
H, '

VR

Der Ziahler dieses Quotienten ist eine homogene Function vierter Ordnung, die an allen
Doppelpunkten verschwindet, an der Stelle s aber von der zweiten Ordnung. Hier ist der
Index sr bevorzugt; wir konnen aber dieselbe Function in den drei Formen:

VRS VR VRS

H., H), Hy
also auch in der Form: AG +BG» 1+ CG

darstellen, wo A, B, C beliebige Coefficienten, und G, G,, Gz homogene Functionen vier-
ter Ordnung bedeuten, die simmtlich an den sieben Doppelpunkten verschwinden. Wir

konnen also als Nenner eine willkiirliche lineare Function der Grossen H, H, H einfiih-
ren, z. B. die, von der wir die unteren Grenzen der Integrale abhingig gemacht haben.
Es ist dann klar, dass der Zahler ebenfalls in den vier Punkten (ay, by, c;) (h =0, 1,2, 3)
verschwinden muss. Denn es ist

(AG| +BG,+CG3)H,, = HGy;

wird nun (x, y, z) = (ay, by, c) gesetzt, so wird H = 0, wihrend H,, (wenn wir nicht eine
besondere Wahl der Punkte (ay, by, ¢;,) annehmen) von Null verschieden ist. Daraus folgt,
dass wir jede Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index O in dieser Form darstellen

konnen: G
R—

wo G eine homogene Function vierter Ordnung bedeutet, die in den sieben Doppelpunkten
und den vier Punkten (ay, by, ¢;,) (h =0, 1, 2, 3) verschwindet. Fiir die Function Woy tritt



162 Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln.

nun noch die Bedingung hinzu, dass sie an drei ferneren Stellen: (xi, y1, z1), (X2, ¥2, 22),
(x3, y3, z3) verschwinden muss. Durch diese 14 véllig gleichartigen Bedingungen ist die
Function bis auf einen von (xp, yo, Zo) unabhéngigen Factor definirt. Wir haben eine Func-
tion vierter Ordnung in Form einer Determinante zu bilden, deren 15 Horizontalreihen aus
der Reihe

x4, x3y, Xzt

dadurch hervorgehen, dass man fiir x, y, z die Gréssen

(xhayhv Zh) (h = 07 17 27 3)7 (ah7 bh7 Ch) (h = 07 17 27 3);
(Cla,ba,Ca)(a: 1,27)

setzt. Diese Determinante, die eine alternirende Function sammtlicher 15 Grossensysteme
ist, denken wir uns noch mit einem alternirenden Vorzeichen behaftet; das Product ist dann
unabhingig von den Indices und kann durch Sy bezeichnet werden. Da Woy eine alterni-
rende Function sein soll, so haben wir zu setzen:

3| VR®)
/ —
(68 ) ‘PG() = CkI_IO{ H(k) } S(),

wo c eine Constante bedeutet. Dies ist demnach der einzige Fall, in welchem wir die unteren
Grenzen der Integrale in den Ausdruck von Wo,,, aufgenommen haben; und auch hier ist es
aus der Bildung des Ausdrucks unmittelbar klar, dass eine Aenderung der unteren Grenzen
auf die Function oy keinen Einfluss ausiibt, wenn man nur die neuen unteren Grenzen so
wihlt, dass die entsprechenden Punkte der Curve M = 0 auf einer graden Linie liegen.



Nachtrag.

Ueber die hyperelliptischen Functionen dreier Variabeln.

Den allgemeinen Entwicklungen liegt die Annahme zu Grunde, dass keine der graden
®-Functionen zugleich mit den Argumenten verschwindet, dass also alle 36 Grossen cy,
C5au von Null verschieden sind. Der Vollstindigkeit wegen moge nun der Fall untersucht
werden, in welchem eine dieser 36 Constanten gleich Null ist.

Ist ¢,.3, = 0, so setzen wir »Au = ¢, und bezeichnen durch 1',2’,3'---7" die Indices
7, A, i, Byd, yda, daf, ofyinirgend welcher Reihenfolge. Bedeutet dann a irgend eine
Combination der neuen primitiven Indices, und setzen wir @4 = @, so sind wieder durch
By, O, alle graden, durch ©,, und 0,,;, alle ungraden Theta-Functionen bezeichnet,
und es wird ® = 0, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden. Derjenige Fall,
in welchem eine der 35 Grossen ¢, den Werth Null hat, ldsst sich daher durch eine
Aenderung des Systems der primitiven Indices immer zuriickfiihren auf den, wo c¢p = 0 ist.

Wir nehmen deshalb an, dass ¢y = 0, die iibrigen 35 Grossen c,,3,, dagegen von 0 ver-
schieden sind. Im Uebrigen bleiben offenbar die auf S. 25 und 27 aufgestellten Relationen
unter den Theta-Functionen bestehen; es ist also:

7

0 y [(_1)(ka7la7ma)®(v_|_w. Nkt O =W @+ v VOt — v+ )i
o=0

=0,

7
@) Y | (D) EA ANy 00 O Ot | = 0.

a=0

Die zuletzt aufgestellte Gleichung unterscheidet sich nur dann von der fritheren, wenn
der Index kl grade ist, also entweder = 0, oder = »A . Demnach erhalten wir die fiir diesen
Fall charakteristischen Gleichungen, indem wir / = k, oder [ =k, ,, setzen:

7

) Y |(—1yrekect e, =o.
a=0
7
(4) Z [(_1)(ka,ka%ku,ma)cma%lucma ®k(X @ka%lu] =0.

a=0

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die drei Producte
0, G)/l/.u 0, G)[.L}m ®LL 0,1
und allgemeiner:

5) ®k% ®kl/.u ®k}L ®k,u}t7 ®k,u ®k%l
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immer durch eine lineare homogene Gleichung verbunden sind; dasselbe gilt von den drei
Producten

(6) ®kaﬁ ®k7/8 ) ®kB Y Oras: ®ky(x ®kB 5

Wir wollen nun die Anfangsglieder der ungraden Functionen ©,,, ©®, , durch u,,, uy,
das Anfangsglied der graden Function ®g, welches eine homogene quadratische Function
der Argumente ist, durch wg bezeichnen.

Aus (6) erhalten wir, indem wir dort k = 0 setzen, eine homogene lineare Gleichung
zwischen:

OuOpys, OpByus, BOyBOuyps.

Dieselbe Gleichung muss bestehen zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen:

CBysUa; CyasUB; CaBfsUy-

Daher besteht eine lineare Gleichung zwischen den drei homogenen linearen Functionen
der Argumente: ugy, u B> Uy- Dies konnen wir so aussprechen:

I. Die sieben graden Linien u,, =0 (3 = 1,2---7) gehen sammtlich durch einen
Punkt. Diesen Punkt bezeichnen wir durch (0).

Setzen wir ferner in dem System (5) k = du, so erhalten wir eine Gleichung zwischen

0510951, 92510955, 0,524 0s.

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder auf die Anfangsglieder zuriickgehen, eine lineare
homogene Gleichung zwischen ug) , us,,, ug. Daraus ist ersichtlich:
II. Die sieben Graden u,, = 0 und uq,, =0 (@ =1,2---7, aber < ) schneiden sich
in einem Punkte. Diesen bezeichnen wir durch (s¢).
Endlich setzen wir im System (5) k = »A. Dann folgt eine homogene lineare Gleichung
zwischen
010,, 0,0;,, 0,,,0.

Hieraus ergiebt sich, dass eine ebensolche Gleichung bestehen muss zwischen den drei
quadratischen Functionen:

u%ul,uv UpUseu, WO-

Dadurch erkennen wir, dass die beiden Graden u,, = 0, u; = 0 sich auf dem Kegelschnitt
wo = 0 schneiden, ebenso die Graden u,, = 0 und u,,;, = 0. Wir sehen also:
III. Die acht definirten Punkte (0), (1), (2)---(7) liegen auf dem Kegelschnitt wy = 0.
Durch diese drei Sitze ist die Lage der 28 Graden u,, = 0, u,,; = 0 zu einander und in
Bezug auf den Kegelschnitt wy = 0 ausreichend charakterisirt; die Graden sind die Verbin-
dungslinien von acht Punkten des Kegelschnitts, und zwar u,, = 0 die Verbindungslinie der
Punkte (0) und (5¢), u,,; = 0 die der Punkte (3¢) und (A). Wir wihlen nun ein besonderes
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Coordinatensystem. v = 0 sei die Tangente an den Kegelschnitt im Punkte (0); v/ = 0 ir-
gend eine andere Tangente, und v = 0 die Verbindungslinie der beiden Beriihrungspunkte.
Der Gleichung des Kegelschnitts konnen wir dann die Form geben:

w’ =12 = 0.

Fiir die Punkte, die auf dem Kegelschnitte liegen, hat man dann:

und es entspricht jedem Punkte der Curve ein Werth von p, und umgekehrt; speziell dem
Punkte (0) der Werth p = 0. Die Werthe von p, welche den iibrigen Punkten (1), (2)---(7)
entsprechen, bezeichnen wir durch ay, a, - - -a;7. Die Verbindungslinie der Punkte (0) und
() hat dann die Gleichung a,,v —V = 0, die der Punkte (5¢) und (1) die folgende: a,.a;v—
(a,,+ay )V +Vv" = 0; wir konnen daher setzen

2 .
(7) wo = lp (VV” - )7 Use = L3V, Uy = l%lvﬂl’
WO
@®) ve=aw—V; v,y =aav—(a.+a) +V"

ist, und [y, 1, [,,; noch genauer zu bestimmende Constanten bedeuten.

Wir konnen bewirken, dass zwei von den sieben Grossen a,, willkiirlich vorgeschrie-
bene Werthe erhalten. Wir konnen z. B. erreichen, dass a; = 0 wird dadurch, dass wir die
Linie v’/ = 0 mit der Tangente im Punkte (1) zusammenfallen lassen. Dann kénnen wir noch
v, v/, v mit drei Constanten a, b, ¢ multipliciren, die aber der Bedingung ac = b* geniigen
miissen, damit die Gleichung des Kegelschnitts ungedndert bleibt. Dadurch kénnen wir be-
wirken, dass a; = 1 wird; die iibrigen Grossen a3, ay4 - - - a7 sind dann die wesentlichen Con-
stanten des Systems. Wir denken uns also zwei dieser Grossen willkiirlich gewdhlt; damit
ist das ganze Grossensystem ay, a; - - - a7 vollig bestimmt. Es bleibt dann noch eine Aende-
rung {ibrig, die man machen kann, ohne die Gleichungen der Graden und des Kegelschnitts
zu indern; man kann namlich alle drei Grossen v, v/, v/ mit einem und demselben Factor k
multipliciren. Dadurch geht v, und v, in v}, = kv,., v, =kv,2; wo in wj = k*w iiber;
es treten also an die Stelle der Factoren [y, L., ,,; folgende: I[ = lok*, I}, = Lk, I , =1, k.
Ueber diesen Factor k werden wir ebenfalls verfiigen; jeder der Quotienten ll—%, l;‘—’l, C%lﬁ
muss sich dann durch ay, a; - - - a7 allein ausdriicken lassen. o ’

Wir setzen in der Gleichung (4) einmal k = ¢, m = y0, das andere Mal: k =y, m = 0.
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Dann erhalten wir die zwei Formeln:

[

(— 1>(az,a/lu,ay5)
[(_ 1>(ay7ayz/lu7a5%)

;
Z CoydsAuCaysd O ®aku] =0,
a=0
7
Z CadAuCods» ®a}/®aw¢ku] =0,
a=0
die sich, mit Hinweglassung der verschwindenden Glieder und der gehorigen Vereinfa-

chung der Vorzeichen, auf folgende reduciren:

CapCys 000,y + (—1) M egpscysn ©,0 Oy + (— 1A
alB+ylo

C(Xﬁ,ucy(S/.i ®%P- ®/'L = O,
CBysCasxOay®ps — CBssCayxOpyOgs = (—1) CaBsCys: 0002y

Daraus ergiebt sich:

1 72 A
CaprCysCranloW" —v2) + (= 1) eypacysalaluviavu

+ (_1)”Mcaﬁucy6ul%ullv%uv,l =0;

Cpy<CasxlarlpsVayVps — CpsxCay<lpylasvpyvas
_ o|B+7|6 " 2
- (_1) LKl COCB%CJ/SKC%A/,LZO(VV -V )
In der ersten Formel setzen wir v, = 0, also v/ = a; v. Dann wird

2 2

vy =(au—ay)v, v, =V" —aiv, w =" =v(V —ayv).
Daher erhalten wir:

llu(

CaBCysCousdo = (—=1) " (ay —ay)caprcysalalu-

In der zweiten setzen wir vg, = 0, also V' = —aga,v + (ag +ay)v'. Dann wird
vay = (aa —ag)(ay —V'), vgs = (as—ay)(agv—V'),
w =2 = —(ayy—V) (agv— Vs
daher ist

(—1)¥B+719(

CapCyssCapusxdo = ag —ag)(ay —as)CpyCassdlaylps-

Wir fithren nun folgende Bezeichnung ein:

©) (—1)"™(a —ay) = a,.
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Da (—1)”"l ein alternirendes Vorzeichen ist, so ist ay,, = a,,;. Die beiden Relationen,
welche wir erhalten haben, sind dann:

(10) CapsCysCousxlo = arucaprcysalalus
(11) CaBxCys:Causxlo = AapaysChys:Casslaylps-

Vertauscht man in der ersten Formel > mit A und multiplicirt die neu entstehende Formel
mit der urspriinglichen, so erhélt man:

(12) aplo = @apaznlop i

Vertauscht man dagegen s, A, u cyklisch und multiplicirt die drei so erhaltenen Formeln,
so erhilt man:

(13) auls = Gyl bbbyl
Die Division beider Gleichungen liefert:

apbapbdy  aplZl; Labahy

C%A”lo =

In dieser Form geschrieben, zeigt diese Gleichung, dass der Quotient

272
2 52
l%/'LZO

einen von den Indices , A unabhingigen Werth haben muss. Diesen Werth r kénnen wir,
indem wir dadurch iiber den erwéhnten willkiirlichen Factor k verfiigen, gleich 1 setzen;
wir erhalten dann:

Eals
(14) Ca ="
A
Cap  Lalal
(15) Al _ Abseptipn
lo Lely Ly

Diese Ausdriicke fiir die Grossen a,,; und ¢, , fithren wir in die beiden Gleichungen (10)
und (11) ein. Dann verwandeln sich dieselben in Relationen zwischen den Gréssen [ allein:

lascdgsclysels clpscuse  laalgalyalsnlalua

(16) . = . ,
B B
21271272
(17 laplaylaslpylpslys  lalplyls

Loabeulny LAyl
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Wir bezeichnen nun das Product aller sechs Grossen [y,., die man erhilt, wenn man fiir
o die sechs von s verschiedenen primitiven Indices setzt, durch L,,; mit L dagegen das
Product aller 21 Grossen /5 . Aus dieser Definition folgt dann identisch:

(18) L*=LiLy L,
(19) laplaylaslpylpslys L
lﬂ)tl”%l%,l L%LALLL‘

Danach gehen die beiden Gleichungen (16) und (17) in folgende iiber:

(20) Le_Ly L _lbhh
BB LpLy Ll

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt:

(1) L, =ml3,

wo m eine von dem Index s¢ unabhingige Grosse bedeutet; aus der zweiten dann:
m31?

7
lO

(22) o 12 2BRRERLE =

wenn wir unter [ das Product der sieben Grossen I, verstehen. Da nun L? gleich dem
Product der sieben Grossen L, ist, so folgt aus (21), dass
L2 — m7l3

ist. Vergleichen wir dies mit (22), so erhalten wir

l
ly
Es ist also:
3 P
(23) L.=—7, L=
ly ly
. . . l}{ l%l C%l” . .. . . .
Es ist jetzt leicht, T ] durch die 21 Grossen a,, B> d. h. die Differenzen der sieben
0 o 0

Parameter a; - - - a7 auszudriicken. Die letzte Gleichung L,, = ldsst sich so schreiben:

3

%

4
lO

1, lolas\ 13
[10ax) =75, oder H(laz T2

a 0
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wo das Product auszudehnen ist iiber alle von s« verschiedenen Zahlen o der Reihe 1,2---7.

272
Da nun nach (14) ?2 ’;;L = a,, ist, so erhalten wir:
P
1 1
(24) L=—e—
13 H(aom)
o
Aus der Gleichung (14) geht nun weiter hervor:
4 2
(25) ba %o
Iy Tllaas) I(aqa)
o (04
und aus (15):
4 2 2 2
(26) Caau ConGen )y

li T(aws) (aga) M(aau)’

Nun ist

H(aa%) = —H(aa —as)

(04 (04

= _(aa - a%) (aﬁ - a%) (a}’ - a%) ((l5 - a%)(al - a%) (a,u - a%);

es ist also:
( @ B 1
IS  (ag—ay) (ap — as)(ay—ax)(as — ax)(ap — ax)(ay — ax) 7
L, —1
E B (aa - a%) (a[; - a%)(ay - a%)(a(g - a%) (a,u - a%) (aa - ak) ,
7 (ap —a2)(ay—ay) (a5 —az)(ay — )
4
c%)t,,u, _ —1
Iy (aa—ax)(ag —ax)(ay—ax)(as —ax)(aa —ay)(ap —ay)

(ay—ay)(as —ay)(ao —au)(ag —ap)(ay—ap)(as —ay)

Damit ist die Aufgabe, die in der Theorie vorkommenden Constanten durch unabhingige
Grossen auszudriicken, gelost.

Wir gehen nun dazu iiber, einige einfache Relationen unter den Theta-Functionen selbst
aufzustellen, aus denen die Art ihres algebraischen Zusammenhangs klar erkannt werden
kann. Die algebraische Darstellung der ®-Quotienten durch drei unabhéngige Grossen xi,
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X2, x3 ergiebt sich dann fast von selbst. Wir wollen aber zuvor von den Theta-Functionen
ihre irrationalen constanten Factoren ly, [, L3, ¢,.2 n absondern, und

(28) Qp = 10607 0, = l%G%a ®%/'L = l%l (PR ®%/'L/.L = l%luG%)Lu

setzen, so dass jetzt das Anfangsglied in der Entwickelung von oy gradezu = w" — v, das
von 0,, = v, das von 0,3 =v,,,, und das Anfangsglied von 0,3, = 1 ist.

Ferner dividiren wir durch oy alle 63 iibrigen Grossen o,,, und bezeichnen den Quoti-
enten durch p,,. Es ist also

C.. O, Cou
(29) P o y  Pd o y  Pxdu o

I.  Wir leiten zunichst eine Relation her aus der Gleichung (3), indem wir dort k = 0,
m = »xA U setzen. Fir @ = », A, u verschwindet der Factor ¢, ; €s ist also:

2 @2 shpla 2 2

oder:

2 2 _1\Bydla 2 20 _
c%k“®0+aﬁ§%6{( Dl 0%} =0,

Fiihren wir hier die Grdssen p ein, so erhalten wir:

ﬁy&\a_cfml?x 2
Sya (=1) @ pleg=t

B »Au 0
Nun ist nach (15)
CBrs _ lgylgslys  Crau _ Ly
lo lglyls = o Ly,
daher:

Cﬁyéloc _ lal%lll‘u lﬁylﬁ5l}/5
Caplo  lglylslo Laluliy

Wenden wir hier die Formel (17) an, so folgt:

Iylpslys _lalplls 1

Laleplay N Lelalulg laplaylas’
daher:
cpysla _ I lglyls 1
Caulo lg loplaylas




Nachtrag. 171

Erheben wir diese Formel in’s Quadrat, so ist nach (14):

6712 12 12
lolaﬁlaylaS .
18131313 = dapdaydas:;
Y
es ist also: y
CBysla _ 1 _ (—1)B7dle .
Cixul(% Agplayles (ag—aa)(ay—ag)(as—aa)’
mithin erhalten wir:
2
) s { Pa } 1
a7ﬁ7%6 (aa —aﬁ)(aa —le}/) (a(x _a5)

Zwischen je vier der sieben Grossen p,zx besteht also eine nicht homogene lineare Glei-
chung.

II.  Wir gehen zuriick auf die Gleichung (2). Aus dieser geht hervor, dass zwischen
den vier Producten 04O, Og0g,,, OyOys, O50s,, eine lineare homogene Gleichung

A0 O+ Bogog,, +Coy0y,, +Dos05,, =0

besteht; man erhilt diese, indem man k = 5, [ = 0, m = Au setzt. Wir wollen aber die
Coefficienten in anderer Weise bestimmen. Offenbar muss dieselbe Gleichung zwischen
den Anfangsgliedern bestehen:

AvaVas+ Bvgvg,, + Cvyvy, + Dvgvs, = 0.
Wir setzen nun v = 1,V = p, v/ = p?; dann geht
vieina,—p, v, in(a,—p)(ay—p)
iber. Es muss also, fiir willkiirliche Werthe von p, die Gleichung bestehen:
A(aq — p)* +B(ag — p)* +Clay—p)* +D(as —p)* =0.

Daraus geht hervor: Zwischen je vier Functionen popose, PgPgss PyPys PsPss besteht
eine Gleichung:

(B) Apapas+Bpgpps+Cpypy:+Dpsps,. =0,
deren Coefficienten bestimmt sind durch die Formeln:

A +B +C +D =0,
Aagq +Bag +Cay+Das =0,
Aatzx +Ba123 +Ca72,+Da%5 =0.
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III.  Wir wissen, dass eine Gleichung besteht von der Form:
Ao0,.0), +Bo) 0, +Coy0,  =0.

Die Coefficienten lassen sich auch hier bestimmen, indem man auf die Anfangsglieder
zuriickgeht:

Av, vy +Bvyvi +Cvyv,y = 0.
Da ein Coefficient von v" in den Gréssen vq nicht vorkommt, in den Grossen v, p dagegen

gleich 1 ist, so erhalten wir:
Av,.+Bvy +Cvy =0,
oder:
Ala,v—V')+B(ayv—V)+Clayv—Vv') =0.
Hieraus folgt:
A=a)—ay, B=ay—a,, C=a,—ay;
daher:

(©) (ar —au)psPpp + (A — @) PpPuse+ (@ — a3 ) pupsaa = 0.

IV.  Wir stellen jetzt noch zwei Gleichungen auf, welche Beziehungen der Functio-
nen p,,, zu den iibrigen angeben. Erstens muss eine lineare Relation bestehen zwischen
000, 2.u> 05 0u, Osu 0y ; zweitens zwischen 090,31 ,, OayOgs und 0g,0s. Beide Rela-
tionen sind schon aufgestellt, als es sich um die Darstellung der Moduln handelte, und die
einfachsten Ausdriicke der Coefficienten sind durch die Formeln (10) und (11) gegeben. Es
ist demnach

000, + (—1))””6%16“ + (—1)“‘10;410,1 =0,
(—1>alﬁ+y‘5aaﬁ6175600'%1‘u = O'OWGﬁg — Gﬁy()'ag;
oder:
PsaPu — PseuPa + (@3 —au)psay =0,
PayPBs — PpyPas = (o —ag)(ay —as)papu-

Wir erhalten also p,.; , ausgedriickt in zwei verschiedenen Formen:

PAPsxp — PuPlip
(D) Pogp = ———E
al_a’u
PayPBs — PByPas
(E) p%lu = ((l _l; )((lﬁ—(l )
o —dp)\dy—4ds
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Aus den fiinf aufgestellten Relationen lassen sich nun folgende Schliisse ziehen.
Zunichst folgt aus (A), dass sich die sieben Grossen p2, durch drei Grossen fi, f>, f3
in folgender Weise ausdriicken lassen:

Pl =a, — fiid + pa, — f3,

also, wenn man die ganze Function dritter Ordnung

(30)  — fix + fox — f3 mit @(x)
bezeichnet:
(31) pe = 0(a,).

Denn diese Function geniigt offenbar identisch der Relation

Sl

Bestimmt man nun f}, f>, f3 durch die drei linearen Gleichungen @ (a;) = p%, o(ar) = p%,
@(a3) = p3, so folgt aus dieser Gleichung im Verein mit (A), dass allgemein ¢(as) =
p% sein muss. Die Coefficienten f|, f», f3 der Function ¢(a,,) sind demnach bestimmte
Abel’sche Functionen der Argumente, und zwar lineare Functionen der Grossen pi.

Aus der Gleichung (B), die wir so schreiben kdnnen:

ApapsPasx+Bpppspps+CpypPsPyx+Dpspsps,. =0,

folgt ferner, dass sich die 21 Producte p,.pyp,.a (3¢,A =1,2---7, x < A) sich linear und
homogen durch sechs unter ihnen

pPiP2P12, P1P3P13; P1P4aP14, P2P3P23, P2P4P24, P3P4ap34

ausdriicken lassen. Versteht man unter ¢ (x, y) eine ganze und symmetrische Function vom
zweiten Grade in Bezug auf x und y, so bestehen zwischen den 21 Grossen ¢@(a,.,ay ) genau
dieselben Gleichungen, wie zwischen den Grossen p,.p) p...:

A(P(aava%) +B(p(aﬁ,a%) +C(p<a%a%) +D(p(a57a%) = 07
WO

A4+B+C+D=0; Aagqg +Baﬁ +Cay+Das =0,
Aa(zx%—Baf; +Ca)2,+Da(23 =0
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ist. Wenn wir also die sechs Coefficienten dieser Function ¢(x, y) so bestimmen, dass die
sechs Gleichungen

(p(a%’al):p%plp%l (%72‘:1727374)

bestehen, so muss diese Gleichung allgemein gelten fiir alle 21 Combinationen der Indices
1,2---7. Wir konnen also allgemein die 21 Producte p,.pj p,., durch sechs von den Indices
abhingigen Grossen in folgender Weise ausdriicken:

0 B wA=1,2---7
(32) P3P _(p(a%7ak) %§A‘ ’
wo @(x, y) eine ganze und symmetrische Function von x und y bedeutet, die in Bezug auf
beide Grossen vom zweiten Grade ist, und deren sechs Coefficienten Abel’sche Functionen
sind.

Die dritte der entwickelten Relationen giebt nun einen Zusammenhang zwischen den
Functionen ¢ (x) und ¢(x, y). Wir erhalten, indem wir die Gleichung (C) mit p,.p, py, mul-
tipliciren, und p2, durch @(a..), pypup; u durch @(a;, ay) etc. ersetzen:

(an —ap)@(ax)p(az, ay) + (ap —a)(an) @ (ay, asx)
+ax —az)elap)p(asx,ay) =0.

Ersetzen wir auf der linken Seite dieser Gleichung a,,, ay, ay durch x, y, z, so erhalten wir
eine ganze Function ®(x, y, z), die in Bezug auf jede der Verinderlichen vom dritten Grade
ist. Diese Function hat die Eigenschaft, zu verschwinden, wenn fiir x, y, z drei Grossen
der Reihe ay, a - - - a7 gesetzt werden. Daraus folgt, dass sie identisch verschwinden muss.
Demnach ist identisch:

(x—2)e()o(x,2) — (y —2)@(x)9(y, 2)
(x—y)o(z) '

Geben wir der Grosse z einen constanten Werth ¢ und bezeichnen

Q(x,y) =

6209000 gy
so ist demnach
o, y) = YH0) —V0)ok)

X=y
V(x) ist eine ganze Function dritten Grades von x. Diese konnen wir auf die Form bringen:
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wo Y(x) eine ganze Function zweiten Grades bedeutet. Dann ist:

(33) Q(x,y) =

XY

Auf diese Weise sind jetzt die Functionen p,, und p,,; durch sechs Hiilfsgrossen ausge-
driickt, ndmlich die Coefficienten fi, f>, f3 der kubischen Function ¢(x) und die der qua-
dratischen Function y(x):

o(a)y(ay) — eay)y(as) '

(34) P =0(a,); DPrbiPour =

Dies sind bekannte Formeln aus der von Herrn Weierstrass aufgestellten allgemeinen Theo-
rie der hyperelliptischen Functionen.

Es sollen jetzt anstatt dieser sechs Hiilfsgrossen andere eingefiihrt werden; ndmlich die-
jenigen Werthe x1, x,, x3, wofiir die kubische Function ¢(x) verschwindet, und diejenigen
Werthe yi, y2, y3, welche die quadratische Function y/(x) annimmt, wenn xp, xp, x3 fiir x
gesetzt wird. Es ist also @(x;) =0, w(x,) =y, (h=1, 2, 3), daher:

35) 0(x) = (r—1)(x—x2) (5 — x3).
N Yh@(x)
(36) V=1 { (=)0 ) } |

Hieraus folgt:

S

=
>.<\

S~—"
| |

X—X

;’1{ (o — 1) ( xyixh)fl”(xh)}'

Daher erhalten wir:

pi = (a5 —x1)(as — x2) (a5 — x3),

p%xzp%mi{( e }

e — xp)(ay, —xp) @' (xp)

(37)

Von den beiden Gleichungen (D) und (E) giebt die erste, wenn wir fiir die Grdssen p,, 3
und p,., ihre Ausdriicke einsetzen, die Darstellung von p, ;:

3

_ PxPAPu { Yh { 1 1 } }

P - - 3
M gy —ay h; (@ —xp) @' (xn) Lap—xn ap—x
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also:

3
(38) Psaap = PxPrPu Z { ( 2 / } :

s — xp)(ap — xn)(ay — xp) @' (xn)

Eine andere Darstellung liefert die letzte Gleichung. Setzt man namlich in dieser fiir pqy,
PBss PBy> Pas 1hre Summen-Ausdriicke, so ergiebt sich:

(aq —ag)(ay—as)
PaPBPyPs
3

Al

YhYk 1
h 11;'1 { (ay —xn)(as —x) @' (xn) @' (xi) | (aa —xn)(apg — xk)

1
(ag —xi)(aq —xk)} } '
Fithrt man hier die Subtraction unter dem Summenzeichen aus und bezeichnet zur Abkiir-
zung:
(aq =) (ap —x) (ay — x)(a5 —x) mit P(x),
so ergiebt sich, da

(ap —xp)(aq —xi) — (aq —xp)(ag — xx) = (aq —ag) (xx — xp)

ist:

ay—ags a xk (as —xn) (Xr — Xn)YnYk
7—p%)w ZZ{ v }

PaPBPYPs ) )P (i) @' (x7) @' (1)

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine homogene quadratische Function von yy, y;,
v3. Die Coefficienten von y%, y%, y% sind offenbar Null; dagegen der Coefficient von yjy;:

(ay—x1)(as —x2)(x1 —x2) | (ay—x2)(as —x1)(x2 —x1)
P(x1)P(x2) 9’ (x1) @' (x2) P(x1)P(x2) 9’ (x1) @' (x2)

Dies ist
_ (y—as)n—x) —(ay—ap)
P(x1)P(x2)@'(x1)@'(x2)  P(x1)P(x2) ¢’ (x3)

Nun ist offenbar
P(x1)P(x2)P(x3) = popp PyPs:
daher:
ay—as _ (ay—as)P(x3)
P(x1)P(x2)9'(x3)  pEppp7p9’(xs)
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Die beiden andern Coefficienten ergeben sich hieraus durch Vertauschung der Indices.
Demgemass erhalten wir:

Py =

—y1)2)3 {M}

PaPgPyPs (= L yn@' (xn)

Wir bezeichnen jetzt durch R(x) die ganze Function siebenten Grades, welche durch Mul-
tiplication der sieben Linearfactoren ay — x hervorgeht:

(39) R(x) = (a1 —x)(ap —x)--- (a7 —x),

und durch p das Product der sieben Grossen pp, ps--- p7. Dann ist

R 1
P(x) _ (x) : _ p%plpu;
(as —x)(ap —x)(ay —x)"  paPpPyPs p
folglich:
Do = ~ PP Pu i { Riz) }
s ” g P 4 (a% _xh)(al _Xh)(au _xh)yh(Pl(xh)

Vergleicht man diese Darstellung mit der zuerst gegebenen, so sieht man, dass beide genau
ibereinstimmen, bis darauf, dass an die Stelle von yy,:

R
p Yh

getreten ist. Dies ist offenbar nur dadurch méglich, dass die Grossen y), den entsprechenden
vy, gleich sind; es muss also

—yy2y3R() = py;  (h=1,2,3)
sein. Hieraus folgt, wenn wir die drei Gleichungen multipliciren:
—y1y2y3R(x1)R(x2)R(x3) = p°,
und da offenbar
R(x1)R(x2)R(x3) = p* ist:
(40) —Y1y2y3 = P;
mithin:

(41) Y =R(xp).
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Es bleiben noch die Argumente durch Integrale erster Gattung auszudriicken. Wir wol-
len v, V', V" als Argumente auffassen, was einer linearen Transformation gleichkommt. Wir

setzen:
dlogp,. +Bc?logp% +C810gp%;
adv oV v

A, B, C sollen willkiirliche Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck F hat die Eigenschaft,
dass, wenn wir ihn mit 6y0,, multipliciren, er iibergeht in eine grade Theta-Function zwei-
ten Grades mit dem Index s¢, und zwar eine solche, welche verschwindet, wenn die Ar-
gumente gleich Null gesetzt werden. Functionen derselben Art sind die sechs Producte
CuOus (00 =1,2---7, aber < ). Die Anzahl der linear unabhiingigen Theta-Functionen
zweiten Grades mit dem Index sz, welche grade sind, ist vier; zwischen je fiinf derselben

muss also eine lineare Gleichung bestehen. Stellen wir daher das System auf

F=A

O-OCGOU{a 0-‘3 Gﬁ%’ O-’J/G’}’%a 606[3}’0-511.17

so muss zwischen Foyo,, und diesen vier Producten eine lineare homogene Gleichung
bestehen. In dieser muss der Coefficient des Gliedes 045,053, den Werth Null haben,
weil dieses das einzige ist, welches nicht verschwindet, wenn die Argumente gleich Null
gesetzt werden. Wir erhalten also:

(43) F0y0; = Y, (kaGoOas).
a.By

Die Coefficienten kg, kﬁ , ky werden bestimmt durch die Anfangsglieder. Das der Function

00, 00, 00,
F Y = A B C
0. GO( dv * oV * o'

860 860 aG()
— o (A B +Cav,,)

erhalten wir, wenn wir a,,v — V' fiir 6,,, w" — V2 fiir 0y einsetzen. Dasselbe ist also:
(W' —v?)(Aa, — B) — (a,,y —V) (A — 2BV +Cv).

Dieser Ausdruck muss

= Z (kavava%)

aB.y
sein. Setzen wir nun v = 1,V = p, v/ = p?, so wird

w'—v?=0; A 2BV +Cv=Ap*>—2Bp+C;

VaVase = (a,v —V)(ag — p)*;
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wir erhalten also zur Bestimmung der Coefficienten folgende Formel

(44) —(Ap*—2Bp+C) = Y (kalaa—p)?),
a,By

welche identisch, fiir alle Werthe von p, gilt.
Aus (43) folgt:
F— Z (kapapom) .

a,By P

Fiir pg,. setzen wir den gefundenen Summen-Ausdruck; ebenso fiir p%: (aq — x1)(ag —
x2)(aq — x3). Dann ergiebt sich:

F = Z {ka(aa—X1)(aa—x2)(aa_x3) Z 2 / }’

aBy h=1 (aq —xp) (a5 — x1) Q' (xn)

oder:

¥ Vh
F_hg'l{ - Z {ka(aa—xk)(aa—xl)}}.

(s —x) @' (xn) aBy

Nun folgt aus der Gleichung (44), wie man leicht sieht, die allgemeinere:

Y. {kalaa—p)(aa—q)} = —{Apg—B(p+q)+C};
a.B.y

es ist daher:

Z{ka(aa —xk)(aa —Xl)} = — {Axkxl —B()Ck —l—xl) —|—C},

mithin:

v [ (Axx = B(u+x) +C)ya
F= Z{ (@ — )¢ () }

Wir setzen jetzt fiir A, B, C die Differentiale dv, dV', dv’. Dann geht F in dlog p,, liber, und
da

3
dlogp,. = — Z

ist, so erhalten wir:

3 { } 3 { xkxldv—(xk+xl)dv'+dv”)yh}
) - ) / :
=1 Xn) h=1

(@se = x1) @' (1)
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Diese Gleichung muss gelten fiir > =1, 2---7. Das ist nur dadurch moglich, dass in beiden
Summen die einzelnen Glieder iibereinstimmen:

dxp  xpxdv — (xg+x;)dv +dv'’

2yp (xp — xx) (xp, — x7)

Lost man diese drei Gleichungen nach dv, dV/, dv' auf, so ergiebt sich:

h
xhdxh
av' = < ) ;
h; 2yn
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