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Abriss einer Theorie der A b e l’schen Functionen dreier Variabeln.

In der vorliegenden Arbeit ist der Versuch gemacht, aus den Sätzen, welche über die
allgemeinen Theta-Functionen beliebig vieler Variabeln gelten, und unabhängig von der
Theorie der algebraischen Integrale, zu einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier
Variabeln zu gelangen. Die Lösung dieser Aufgabe ist von Herrn We b e r in der Ab-
handlung: „Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876“ begonnen
worden, und ich würde ausgehen können von dem auf S. 37 der angeführten Schrift auf-
gestellten Additionstheorem. Indessen sei es gestattet, die Grundeigenschaften der Theta-
Functionen, auf denen dasselbe beruht, hier noch einmal darzustellen, und zwar mit An-
wendung der Methoden und Bezeichnungen von Herrn We i e r s t r a s s, der mich zu dieser
Arbeit angeregt hat. Der Inhalt der drei ersten Paragraphen rührt von Herrn We i e r s t r a s s
her.

Erster Theil.

§ 1.

Die allgemeinste Theta-Function von ρ Veränderlichen (u1, u2 · · ·uρ) ist definirt durch
eine Reihe von der Form:

∑
(n1,n2··nρ)

[eG(u1··uρ ;n1··nρ)],

wo G(u1 · · ·uρ ; n1 · · ·nρ) eine ganze Function zweiten Grades der 2ρ Grössen (u1 · · ·uρ ,
n1 · · ·nρ) bedeutet, und für (n1 · · ·nρ) alle Systeme ganzer Zahlen zu setzen sind. Diese
Function G lässt sich auf die Form bringen ∗):

G(u1 · · ·uρ ; n1 · · ·nρ)

= G(u1 · · ·uρ ; n1+ν1 · · ·nρ +νρ)+2πi
ρ

∑
α=1

[µα(nα + vα)]+C,

wo G(u1 · · ·uρ , n1 +ν1 · · ·nρ +νρ) eine homogene Function zweiten Grades von u1 · · ·uρ ,
n1 +ν1 · · ·nρ +νρ ist, und µ1 · · ·µρ , ν1 · · ·νρ , C, 2ρ +1 Constanten bedeuten.

Die
2ρ(2ρ +1)

2
Coefficienten der homogenen Function G betrachten wir als unveränder-

liche Grössen, µ1 · · ·µρ , ν1 · · ·νρ dagegen als veränderliche Parameter, und bezeichnen die

∗) Diese Umformung ist nur dann unmöglich, wenn die Determinante der ρ2 Grössen ∂ 2G
∂uα ∂nβ

(α,β =

1, 2 · · ·ρ) verschwindet; welchen Fall wir ausschliessen.
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Summe

(1) ∑[eG(u1··· ;n1+ν1···)+2πi∑ µα(nα+να)] durch Θ(u1 · · ·uρ ; µ1,ν1 · · ·µρ ,νρ),

oder, abgekürzt, durch
Θ(u1 · · ·uρ ; µ, ν).

Dies ist dann, bis auf einen constanten Factor, welcher noch hinzutreten kann, die allge-
meinste Θ-Function. Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Convergenz der
Reihe ist, dass der reelle Theil von G(0 · · ·0, ν1 · · ·νρ) für alle reellen Werthe von ν1 · · ·νρ

einen negativen Werth habe.
Zwei verschiedene Theta-Functionen lassen sich nun auf folgende Weise zu einander

in Beziehung setzen. Es seien

w′1, w′2 · · ·w′ρ ; ν
′
1, ν

′
2 · · ·ν ′ρ

2ρ neue unabhängige Grössen; alsdann lässt sich, wenn wir die linearen Ausdrücke

∂

∂w′α
G(w′1 · · ·ν ′1 · · ·) mit G(w′1 · · ·ν ′1 · · ·)α ,

∂

∂ν ′α
G(w′1 · · ·ν ′1 · · ·) mit G(w′1 · · ·ν ′1 · · ·)ρ+α ,

(α = 1, 2 · · ·ρ)

bezeichnen, G(u1 +w′1 · · ·n1 +ν1 +ν ′1 · · ·) in dieser Weise entwickeln:

G(u1 +w′1 · · ·n1 +ν1 +ν
′
1 · · ·) = G(w′1 · · ·ν ′1 · · ·)

+
ρ

∑
α=1

[
uαG(w′1 · ·ν ′1 · ·)α + (nα +να)G(w′1 · ·ν ′1 · ·)ρ+α

]
+G(u1 · ·n1 +ν1 · ·);

oder, da

G(w′1 · ·ν ′1 · ·) = 1
2

ρ

∑
α=1

[w′αG(w′1 · ·ν ′1 · ·)α +ν
′
αG(w′1 · ·ν ′1 · ·)ρ+α ]

ist:

G(u1 +w′1 · ·n1 +ν1 +ν
′
1 · ·)

=
ρ

∑
α=1

[(
uα + 1

2w′α
)

G(w′1 · ·ν ′1 · ·)α +(nα +να + 1
2ν
′
α)G(w′1 · ·ν ′1 · ·)ρ+α

]
+G(u1 · ·n1 +ν1 · ·).
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Daraus folgt, wenn wir ν ′α mit −ν ′α vertauschen, und dann nα +ν ′α für nα setzen:

G(u1 +w′1 · ·n1 +ν1 · ·) = G(u1 · ·n1 +ν1 +ν
′
1 · ·)

+
ρ

∑
α=1

[(uα + 1
2w′α)G(w′1 · · −ν

′
1 · ·)α +(nα +να + 1

2ν
′
α)G(w′1 · · −ν

′
1 · ·)ρ+α ].

Wir setzen nun

(2) G(w′1 · · −ν
′
1 · ·)ρ+α = 2πiµ ′α , G(w′1 · · −ν

′
1 · ·)α = 2η

′
α ,

und 2ω
′
α für w′α . Alsdann ergiebt sich:

G(u1 +2ω
′
1 · ·n1 +ν1 · ·) = G(u1 · ·n1 +ν1 +ν

′
1 · ·)

+2πi
ρ

∑
α=1

[
µ
′
α(nα +να +ν

′
α)
]

+
ρ

∑
α=1

[
2η
′
α(uα +ω

′
α)−πiµ ′αν

′
α

]
.

Daher:

G(u1 +2ω
′
1 · ·n1 +ν1 · ·)+2πi

ρ

∑
α=1

[µα(nα +να)]

= G(u1 · ·n1 +ν1 +ν
′
1 · ·)+2πi

ρ

∑
α=1

[
(µα + µ

′
α)(nα +να +ν

′
α)
]

−2πi
ρ

∑
α=1

µαν
′
α +

ρ

∑
α=1

[
2η
′
α(uα +ω

′
α)−πiµ ′αν

′
α

]
.

Aus dieser Umformung des Exponenten in dem Reihen-Ausdruck der Function Θ(u1 +
2ω
′
1 · · ; µ,ν) folgt:

e
−

ρ

∑
α=1

[2η
′
α
(uα+ω

′
α
)−πiµ ′

α
ν ′

α]
Θ(u1 +2ω

′
1 · · ; µ,ν)(3)

= e−2πi∑ µα ν ′
α Θ(u1 · · ; µ + µ

′, ν +ν
′).

Wir fassen jetzt µ ′1 · ·µ ′ρ , ν ′1 · ·ν ′ρ als unabhängige Grössen auf. Dann ergiebt sich aus dem
Gleichungssystem (2), dass die Grössen 2ω

′
α , 2η

′
α lineare homogene Functionen derselben

sind:

(4)
2ω
′
α =

ρ

∑
β=1

[2µ
′
β

ωαβ +2ν
′
β

ω
′
αβ

], 2η
′
α =

ρ

∑
β=1

[
2µ
′
β

ηαβ +2ν
′
β

η
′
αβ

]
(α = 1, 2 · ·ρ).
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Den Ausdruck
ρ

∑
α=1

[
2η
′
α(uα +ω

′
α)−πiµ ′αν

′
α

]
,

welcher eine lineare Function der ρ Variabeln u, dagegen eine quadratische Function der
2ρ Grössen µ ′, ν ′ ist, bezeichnen wir durch η(u1 · · ·uρ ; µ ′, ν ′); wir erhalten dann:

(3′) e−η(u1·· ; µ ′,ν ′)
Θ(u1 +2ω

′
1 · · ; µ, ν) = e−2πi∑ µα ν ′

α Θ(u1 · · ; µ + µ
′, ν +ν

′).

Die 4ρ2 Grössen 2ωαβ , 2ω ′
αβ

, 2ηαβ , 2η ′
αβ

, welche hier als Coefficienten eines Sy-
stems linearer Functionen definirt sind, sind ganzzahlige rationale Functionen der
2ρ(2ρ +1)

2
Coefficienten von G. Es müssen daher zwischen ihnen

2ρ(2ρ−1)
2

Relationen
bestehen. Diese erhalten wir auf folgende Weise.

Es seien µ1 · ·µρ , ν1 · · ·νρ und µ ′1 · ·µ ′ρ , ν ′1 · · ·ν ′ρ zwei Systeme von je 2ρ unabhängigen
Grössen, und

2ωα =
ρ

∑
β=1

[2µβ ωαβ +2νβ ω
′
αβ

], 2ηα =
ρ

∑
β=1

[2µβ ηαβ +2νβ η
′
αβ

],

2ω
′
α =

ρ

∑
β=1

[2µ
′
β

ωαβ +2ν
′
β

ω
′
αβ

], 2η
′
α =

ρ

∑
β=1

[2µ
′
β

ηαβ +2ν
′
β

η
′
αβ

].

Alsdann folgt, da die beiden Gleichungssysteme (2) und (4) gleichzeitig bestehen:

G(2ω1 · · −ν1 · ·)ρ+α = 2πiµα , G(2ω1 · · −ν1 · ·)α = 2ηα ,

G(2ω
′
1 · · −ν

′
1 · ·)ρ+α = 2πiµ ′α , G(2ω

′
1 · · −ν

′
1 · ·)α = 2η

′
α .

Nun ist, nach einem bekannten Satz über die quadratischen Formen:

ρ

∑
α=1

[2ω
′
αG(2ω1 · · −ν1 · ·)α −ν

′
αG(2ω1 · · −ν1 · ·)ρ+α ]

=
ρ

∑
α=1

[2ωαG(2ω
′
1 · · −ν

′
1 · ·)α −ναG(2ω

′
1 · · −ν

′
1 · ·)ρ+α ].

Folglich:

(5)
ρ

∑
α=1

[2ω
′
α ·2ηα −2ωα ·2η

′
α ] = 2πi

ρ

∑
α=1

[µαν
′
α −µ

′
ανα ].
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Indem wir diese Gleichung specialisiren, erhalten wir:

ρ

∑
α=1

[2ωαβ ·2ηαγ −2ηαβ ·2ωαγ ] = 0

ρ

∑
α=1

[2ω
′
αβ
·2η

′
αγ −2η

′
αβ
·2ω

′
αγ ] = 0(6)

ρ

∑
α=1

[2ω
′
αβ
·2ηαγ −2η

′
αβ
·2ωαγ ] =

{
2πi wenn β = γ ,

0 wenn β ≶ γ .

Es sei jetzt (p1 · · · pρ , q1 · · ·qρ) ein beliebiges System von 2ρ ganzen Zahlen, und

2ω̃α =
ρ

∑
β=1

[2pβ ωαβ +2qβ ωαβ ], 2η̃α =
ρ

∑
β=1

[2pβ ηαβ +2qαη
′
αβ

]

(α = 1, 2 · ·ρ).

Dann folgt aus der Formel (3′):

e−η(u1·· ; p,q)
Θ(u1 +2ω̃1 · · ; µ, ν) = e−2πi∑(µα qα)

Θ(u1 · · ; µ + p, ν +q).

Es ist aber, wie unmittelbar aus der analytischen Darstellung der Theta-Function hervor-
geht, für ganze Zahlen p, q:

(7) Θ(u1 · · ; µ + p, ν +q) = e2πi∑ pα να Θ(u1 · · ; µ, ν).

Daher erhalten wir:

(8) e−η(u1·· ; p,q)
Θ(u1 +2ω̃1 · · ; µ, ν) = e2πi∑(pα να−qα µα)

Θ(u1 · · ; µ, ν).

Dies ist die charakteristische Gleichung der Function Θ(u1 · ·uρ ; µ, ν). Wissen wir von
einer Function F(u1 · ·uρ), dass sie für alle endlichen Werthsysteme der Variabeln den
Charakter einer ganzen rationalen Function besitzt, und für willkürliche ganze Zahlen p, q
der Gleichung (8) genügt, so ist

F(u1 · ·uρ) = Const. Θ(u1 · ·uρ ; µ, ν).

Vorausgesetzt ist hierbei, dass die Grössen 2ωαβ , 2ω ′
αβ

, 2ηαβ , 2η ′
αβ

die Gleichungen (6)
befriedigen. Dies ist ein bekannter Satz.
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§ 2.

Bilden wir jetzt ein Product von r Theta-Functionen:

Θ(u1 · · ; µ
(1), ν

(1))Θ(u1 · · ; µ
(2), ν

(2)) · · ·Θ(u1 · · ; µ
(r), ν

(r)) = Π(u1 · ·uρ),

so folgt aus (8), dass dieser Ausdruck der Bedingung

(9) e−rη(u1··uρ ; p,q)
Π(u1 +2ω̃1 · ·) = e2πi∑(pα να−qα µα)

Π(u1 · ·uρ)

genügt, wo

να = ν
(1)
α +ν

(2)
α + · · +ν

(r)
α , µα = µ

(1)
α + µ

(2)
α + · · +µ

(r)
α

ist. Dieselbe Gleichung gilt offenbar für das Product

Θ(u1 + v(1)
1 · · ; µ

(1), ν
(1)) Θ(u1 + v(2)

1 · · ; µ
(2), ν

(2)) · · · Θ(u1 + v(r)
1 · · ; µ

(r), ν
(r)),

wo v(1)
1 · ·v

(1)
ρ · · ·v

(r)
1 · ·v

(r)
ρ rρ Constanten sind, die nur den ρ Bedingungen:

v(1)
α + v(2)

α + · · ·+ v(r)
α = 0 (α = 1, 2 · ·ρ)

zu genügen brauchen. Jede Function, die für alle endlichen Werthe von u1 · ·uρ den Charak-
ter einer ganzen rationalen Function besitzt, und die in der Gleichung (9) ausgesprochene
Bedingung erfüllt, nennen wir eine Θ-Function rter Ordnung mit der Charakteristik (µ, ν).
Für diese gilt der folgende Fundamentalsatz:

I. Alle Θ-Functionen rter Ordnung, welche dieselbe Charakteristik haben, lassen sich
linear und homogen durch rρ unter ihnen ausdrücken.

Es sei Π(u1 · ·uρ) irgend eine solche Function, die der Gleichung (9) genügt. Wir kön-
nen aus dieser ein ganzes System von Ausdrücken bilden, deren jeder dieselbe Gleichung
erfüllt. Wir bezeichnen zu diesem Zweck mit µ ′1 · ·µ ′ρ , ν ′1 · ·ν ′ρ ein System von 2ρ willkür-
lichen Grössen, und setzen:

(10)
2ω
′
α =

ρ

∑
β=1

[2µ
′
β

ωαβ +2ν
′
β

ω
′
αβ

], 2η
′
α =

ρ

∑
β=1

[2µ
′
β

ηαβ +2ν
′
β

η
′
αβ

],

e−rη(u1·· ; µ ′,ν ′)
Π(u1 +2ω

′
1 · · ·) = Π(u1 · · ; µ

′, ν
′).

Wenn für µ ′, ν ′ ganze Zahlen p, q gesetzt werden, so ist der Gleichung (9) zufolge:

(11) Π(u1 · · ; p, q) = e2πi∑(pα να−qα µα)
Π(u1 · · ·).
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Sind jetzt µ ′′1 · ·µ ′′ρ , ν ′′1 · ·ν ′′ρ 2ρ neue Variable und 2ω
′′
α , 2η

′′
α die entsprechenden linearen

Functionen derselben, so folgt aus Gleichung (10):

Π(u1 +2ω
′′
1 · · ; µ

′, ν
′) = e−rη(u1+2ω

′′
1 ·· ; µ ′,ν ′)

Π(u1 +2ω
′
1 +2ω

′′
1 · · ·),

Π(u1 +2ω
′
1 +2ω

′′
1 · · ·) = erη(u1·· ; µ ′+µ ′′,ν ′+ν ′′)

Π(u1 · · ; µ
′+ µ

′′, ν
′+ν

′′).

Nun ist

η(u1 · · ; µ
′+ µ

′′, ν
′+ν

′′) = ∑[(2η
′
α +2η

′′
α)(uα +ω

′
α +ω

′′
α)

−πi(µ
′
α + µ

′′
α)(ν ′α +ν

′′
α)],

η(u1 +2ω
′′
1 · · ; µ

′, ν
′) = ∑[2η

′
α(uα +2ω

′′
α +ω

′
α)−πiµ ′αν

′
α ],

η(u1 · · ; µ
′′, ν

′′) = ∑[2η
′′
α(uα +ω

′′
α)−πiµ ′′αν

′′
α ].

Daraus folgt:

η(u1 · · ; µ
′+ µ

′′, ν
′+ν

′′)−η(u1 +2ω
′′
1 · · ; µ

′, ν
′)−η(u1 · · ; µ

′′, ν
′′)

= ∑[2η
′′
αω
′
α −2η

′
αω
′′
α −πi(µ

′
αν
′′
α + µ

′′
αν
′
α)].

Es ist aber nach Formel (5)

∑[2η
′′
αω
′
α −2η

′
αω
′′
α ] = πi∑[µ ′′αν

′
α −µ

′
αν
′′
α ].

Folglich:

η(u1 · · ; µ
′+ µ

′′, ν
′+ν

′′)−η(u1 +2ω
′′
1 · · ; µ

′, ν
′)

= η(u1 · · ; µ
′′, ν

′′)−2πi∑(µ
′
αν
′′
α).

Demnach ergiebt sich:

(12)
e−rη(u1·· ; µ ′′,ν ′′)

Π(u1 +2ω
′′
1 · · ; µ

′, ν
′)

= e−2πir ∑(µ ′
α

ν ′′
α
)
Π(u1 · · ; µ

′+ µ
′′, ν

′+ν
′′).

Setzen wir hier für µ ′, ν ′ ganze Zahlen p, q, so ist nach Formel (11)

Π(u1 +2ω
′′
1 · · ; p, q) = e2πi∑(pα να−qα µα)

Π(u1 +2ω
′′
1 · · ·).

Da aber
e−rη(u1·· ; µ ′′,ν ′′)

Π(u1 +2ω
′′
1 · · ·) = Π(u1 · · ; µ

′′, ν
′′)

ist, so folgt:

(13) Π(u1 · · ; µ
′′+ p, ν

′′+q) = e2πi∑[pα(να+rν ′′
α
)−qα µα ]

Π(u1 · · ; µ
′′, ν

′′).
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Aus diesen beiden Gleichungen (12) und (13) entspringt nun, indem wir für µ ′′, ν ′′ ganze
Zahlen p, q setzen, die charakteristische Gleichung für die Function Π(u1 · · ; µ ′, ν ′):

(14)
e−rη(u1·· ; p,q)

Π(u1 +2ω̃1 · · ; µ
′, ν
′)

= e2πi∑[pα(να+rν ′
α
)−qα(µα+rµ ′

α
)]

Π(u1 · · ; µ
′, ν
′).

Diese Formel lehrt zugleich, dass, wenn wir die Grössen µ ′, ν ′ als rationale Zahlen mit
dem Nenner r annehmen, die Functionen Π(u1 · · ; µ ′, ν ′) sämmtlich die Gleichung (9)
befriedigen. Wir setzen nun die Grössen ν ′ sämmtlich gleich Null, dagegen

µ
′
α =

δα

r
, (α = 1, 2 · ·ρ),

wo jede der Zahlen δ1, δ2 · ·δρ einen der Werthe 0, 1, 2 · ·r−1 haben soll. Da es rρ solche

Systeme giebt, erhalten wir somit rρ verschiedene Functionen Π(u1 · · ;
δ

r
, 0). Wir setzen

ferner in der Gleichung (12) für ν ′′1 · ·ν ′′ρ ganze Zahlen, für µ ′′1 · · ·µ ′′ρ irgendwelche rationale
Zahlen mit dem Nenner r. Dann erhalten wir:

2ω
′′
α = ∑

[
2pβ

ωαβ

r
+2qβ ω

′
αβ

]
, 2η

′′
α =

1
r ∑

[
2pβ ηαβ +2qβ rη

′
αβ

]
,

e−rη(u1·· ; p
r ,q)

Π(u1 +2ω
′′
1 · · ;

δ

r
, 0) = Π(u1 · · ;

δ + p
r

, q).

Setzen wir nun
δα + pα

r
=

δ ′α
r

+Pα , (α = 1, 2 · ·ρ),

wo δ ′1 · ·δ ′ρ wiederum Zahlen der Reihe 0, 1 · ·r− 1, und P1 · ·Pρ ganze Zahlen sind, so ist
nach Formel (13):

Π(u1 · · ;
δ + p

r
, q) = e2πi∑

[
δα +pα−δ ′α

r να−qα µα

]
Π(u1 · · ;

δ ′

r
, 0).

Folglich:

e−rη(u1·· ; p
r ,q)e−2πi∑

δα να

r Π(u1 +2ω
′′
1 · · ;

δ

r
, 0)

= e2πi∑( pα να

r −qα µα)e−2πi∑
δ ′α να

r Π(u1 · · ;
δ ′

r
, 0).

(15)

Wenn wir in dieser Formel für δ1,δ2 · ·δρ alle rρ verschiedenen Zahlsysteme setzen, so
durchlaufen δ ′1 · ·δ ′ρ dieselben Werthe. Setzen wir also

∑
(δ )

[
e−2πi∑

δα να

r Π(u1 · · ;
δ

r
, 0)
]

= S(u1 · ·uρ),
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(die Summe erstreckt sich über alle rρ Systeme der Zahlen δ ), so ist

(16) e−rη(u1·· ; p
r ,q)S(u1 +2ω

′′
1 · · ·) = e2πi∑( pα να

r −qα µα)S(u1 · · ·).

Wir setzen jetzt

2ω̃α = ∑[2pβ

ωαβ

r
+qβ ω

′
αβ

], 2η̃α = ∑[2pβ ηαβ +2qβ rη
′
αβ

].

Dann ist

2ω
′′
α = 2ω̃α , 2η

′′
α =

1
r
·2η̃α ,

rη(u1 · · ;
p
r
, q) = ∑[2η̃α(uα + ω̃α)−πipαqα ].

Daraus geht hervor, dass die Formel (15) vollständig übereinstimmt mit der in (8) gege-
benen charakteristischen Gleichung der Function Θ(u1 · · ; µ, ν), wenn wir in derselben

die Grössen να ersetzen durch
να

r
, ωαβ durch

ωαβ

r
, η ′

αβ
durch rη ′

αβ
. Da aber die Rela-

tionen (6) bestehen bleiben, wenn wir die Grössen ωαβ , ω ′
αβ

, ηαβ , η ′
αβ

ersetzen durch:
ωαβ

r
, ω ′

αβ
, ηαβ , rη ′

αβ
, so ist durch die Gleichung (15), dem zuletzt in § 1 angeführten Satz

zufolge, S(u1 · ·uρ) bis auf einen constanten Factor vollständig bestimmt, und zwar

S(u1 · ·uρ) = Const. Θ
r
(

u1 · ·uρ ; µ,
ν

r

)
,

wo Θr(u1 · ·uρ ; µ,
ν

r
) diejenige Function ist, die aus Θ(u1 · ·uρ ; µ,

ν

r
) durch die angegebe-

ne Vertauschung der Grössen ω und η entsteht. Wir erhalten also:

(17) ∑
(δ )

[
e−2πi∑( δα να

r )Π(u1 · · ;
δ

r
,0)
]

= Const. Θ
r
(

u1 · ·uρ ; µ,
ν

r

)
.

Die Gleichung (15) bleibt ungeändert, wenn wir ν1 · ·νρ um beliebige ganze Zahlen
vermehren. Daraus folgt, dass auch die Gleichung:

(18) ∑
(δ )

[
e−2πi∑[ δα (να +nα )

r ]Π(u1 · · ;
δ

r
, 0)
]

= (n1 · ·nρ)Θ
r
(

u1 · ·uρ ; µ,
ν +n

r

)
besteht. Hier geben wir jeder der Zahlen n die Werthe 0, 1 · ·r−1, und summiren über die
rρ verschiedenen Systeme. Dann ist

∑
(n)

[
e−2πi∑

δα nα

r

]
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= 0, wenn irgend eine der Zahlen δ1 · ·δρ von 0 verschieden ist, dagegen = rρ , wenn alle
diese Zahlen gleich 0 sind. Daraus ergiebt sich:

(19) Π(u1 · ·uρ) = r−ρ
∑
(n)

[
(n1 · ·nρ)Θ

r
(

u1 · ·uρ ; µ,
ν +n

r

)]
.

Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Denn es ist Π(u1 · ·uρ) dargestellt durch rρ be-
stimmte Functionen. Jede derselben ist (wie aus (18) hervorgeht) eine Theta-Function rten

Grades mit der Charakteristik (µ, ν). Zwischen diesen rρ Grössen besteht keine lineare
Gleichung. Denn aus der Formel (19) lässt sich rückwärts die Gleichung (18) ableiten;
nehmen wir also in (19) Π(u1 · ·uρ) = 0 an, so folgt aus (18), dass die sämmtlichen Coeffi-
cienten (n1 · ·nρ) gleich 0 sein müssen.

§ 3.

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass Π(u1 · ·uρ) eine grade oder eine ungrade
Function ist:

(20) Π(−u1 · · −uρ) = κΠ(u1 · ·uρ); κ =±1.

Geben wir in der Gleichung (9) den Grössen u1 · ·uρ ; p1 · · pρ ; q1 · ·qρ die entgegengesetzten
Werthe, so erhalten wir, da

η(−u1 · · −uρ ;−p,−q) = η(u1 · ·uρ ; p, q)

ist:
κe−rη(u1··uρ ; p,q)

Π(u1 +2ω̃1 · ·) = κe2πi∑(−pα να+qα µα)
Π(u1 · ·uρ).

Daraus folgt, dass, wenn die Voraussetzung (20) erfüllt sein soll, der Ausdruck

2∑(pανα −qα µα)

für alle ganzzahligen Werthe der Grössen p, q selbst eine ganze Zahl sein muss. Es müssen
deshalb µ1 · ·µρ , ν1 · ·νρ die Hälften ganzer Zahlen sein. Da die Gleichung (9) nicht geän-
dert wird, wenn wir zu µ1 · ·µρ , ν1 · ·νρ beliebige ganze Zahlen hinzufügen, so können wir
annehmen, dass jede der Grössen µ1 · ·µρ , ν1 · ·νρ den Werth 0 oder 1

2 hat.
Es ist nun

Π(u1 · ·uρ) = r−ρ
∑
(n)

[
(n1 · ·nρ)Θ

r
(

u1 · ·uρ ; µ,
ν +n

r

)]
.
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Hieraus folgt, wenn wir den Variabeln u1 · ·uρ die entgegengesetzten Werthe geben, da,
wie aus der analytischen Darstellung dieser Function ersichtlich ist,

Θ(−u1 · · −uρ ;−µ,−ν) = Θ(u1 · ·uρ ; µ,ν),

Π(u1 · ·uρ) = r−ρ
∑
(n)

[
κ(n1 · ·nρ)Θ

r
(

u1 · ·uρ ;−µ,
−(ν +n)

r

)]
.

Wir können nun setzen:

−µα = µα + pα ,
−να −nα

r
=

να +n′α
r

+qα , (α = 1, 2 · ·ρ),

wo p1 · · pρ , q1 · ·qρ ganze Zahlen, und (n′1 · ·n′ρ) ein bestimmtes zu (n1 · ·nρ) conjugirtes
System von Zahlen ist, deren jede einen der Werthe 0, 1, 2 · ·r− 1 hat. Es ist dann nach
Formel (7):

Θ
r
(

u1 · ·uρ ;−µ,
−ν−n

r

)
= e2πi∑ pα

(
να +n′α

r

)
Θ

(
u1 · ·uρ ; µ,

ν +n′

r

)
.

Daher erhalten wir:

Π(u1 · ·uρ) = r−ρ
∑

[
κ(n1 · ·nρ)e−4πi∑ µα

(
n′α +ν ′α

r

)
Θ

(
u1 · ·uρ ; µ,

ν +n′

r

)]
.

Diese Formel muss mit der ursprünglichen identisch sein; daraus ergiebt sich:

(21) (n′1 · ·n′ρ) = κ(n1 · ·nρ)e−4πi∑
µα (n′α +ν ′α )

r .

Die Systeme (n) und (n′) sind verbunden durch die ρ Congruenzen:

nα +n′α +2να ≡ 0 mod r.

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder das System (n′) fällt zusammen mit dem
System (n). Diese sich selbst conjugirtes Systeme bezeichnen wir durch (a). Für dieselben
ist

2aα +2να ≡ 0 mod r.

Oder es fällt (n) nicht mit (n′) zusammen. Diese paarweise vorkommenden Systeme be-
zeichnen wir durch (b) und (b′); es ist dann:

(22)

rρ
Π(u1 · ·uρ) = ∑

(a)

[
(a1 · ·aρ)Θ

r
(

u1 · ·uρ ; µ,
ν +a

r

)]
+∑

(b)

[
(b1 · ·bρ)

{
Θ

r
(

u1 · ·uρ ; µ,
ν +b

r

)
+κ Θ

r
(

u1 · ·uρ ;−µ,
−ν−b

r

)}]
.
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Bezeichnen wir mit α die Anzahl der Systeme (a), so ist die Anzahl der Glieder in der

zweiten Summe =
rρ −α

2
. Die Coefficienten (a1 · ·aρ) sind, wie aus (21) hervorgeht, nur

dann von 0 verschieden, wenn
e4πi∑

µα (aα +να )
r = κ

ist. Es sind jetzt verschiedene Fälle zu unterscheiden:
I. Es sei r grade und alle Grössen µα ,να gleich Null. Dann sind die Systeme (a)

bestimmt durch die Congruenzen

2aα ≡ 0 mod r.

Es kann also aα = 0, und aα = r
2 gesetzt werden. Die Anzahl α der Systeme a ist

demnach = 2ρ . Es ist aber
e4πi∑

µα (aα +να )
r = 1;

folglich (a1 · ·aρ) = 0, wenn κ = −1. Daraus ergiebt sich, dass die Anzahl m der Func-

tionen, durch welche Π(u1 · ·uρ) dargestellt ist, =
rρ −2ρ

2
ist, wenn Π eine ungrade, und

=
rρ +2ρ

2
, wenn Π eine grade Function ist.

II. Es sei r grade, und nicht alle Grössen µα , να = 0.
Dann sind die Congruenzen

2aα +2να ≡ 0 mod r

unlösbar; es ist also α = 0, und daher m =
rρ

2
·

III. Es sei r ungrade.
Dann erlauben die Congruenzen

2aα +2να ≡ 0 mod r

eine einzige Lösung; nämlich

aα = 0 wenn να = 0,

aα =
r−1

2
wenn να = 1

2 ·

In jedem Falle ist also
aα +να = rνα ,

folglich
e4πi∑

µα (aα +να )
r = (−1)∑4µα να .

Es ist also m =
rρ +1

2
, wenn κ(−1)∑4µα να = +1, und m =

rρ −1
2

, wenn κ(−1)∑4µα να =
−1 ist.
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§ 4.

Wir haben gesehen, dass nur solche Theta-Functionen grade oder ungrade sein können,
deren Charakteristik durch rationale Zahlen mit dem Nenner 2 gebildet wird. Gleichzeitig
geht aus der Definition in § 2 hervor, dass die Charakteristik nicht geändert wird, wenn
wir jede der Grössen, aus denen sie besteht, um eine ganze Zahl vermehren. Wir setzen
deshalb:

µα = 1
2δα , να = 1

2εα , (α = 1, 2 · ·ρ),

und setzen fest, dass jede dieser Grössen δ , ε den Werth 0 oder 1 haben soll. Es ist dann:

Θ(−u1 · · −uρ , 1
2δ , 1

2ε) = Θ(u1 · ·uρ ; 1
2δ −δ , 1

2ε− ε).

Dies ist aber, der Formel (7) zufolge,

= (−1)∑εα δα Θ(u1 · ·uρ ; 1
2δ , 1

2ε).

Mithin ist Θ(u1 · ·uρ ; 1
2δ , 1

2δ ) eine grade oder ungrade Function, je nachdem ∑εαδα eine
grade oder ungrade Zahl ist. Demnach unterscheiden wir grade und ungrade Charakteristi-
ken. Jede dieser 4ρ Charakteristiken bezeichnen wir durch einen Index; speciell diejenige,
in der die sämmtlichen Grössen δ , ε gleich Null sind, durch den Index 0.

Greift man eine Reihe von Indices: a, b · · e willkürlich heraus, so giebt es einen be-
stimmten Index m von der Beschaffenheit, dass

δ
a
α +δ

b
α + · · +δ

e
α ≡ δ

m
α mod 2,

ε
a
α + ε

b
α + · · +ε

e
α ≡ ε

m
α mod 2.

Wir sagen dann: der Index m entsteht durch Zusammensetzung von a, b · · e und bezeichnen
dies dadurch, dass wir setzen: m = a, b · · e. Die Reihenfolge der Zusammensetzung ist hier-
nach gleichgültig; ferner ist klar, dass zwei gleiche Indices sich in der Zusammensetzung
aufheben, und dass eine Zusammensetzung mit dem Index 0 keine Aenderung hervorbringt.
Demnach ist ab = ba, abb = a, 0a = a.

Zu jedem Index a gehört ein bestimmtes System halber Perioden:

ω
a
α = ∑

β

(δ a
αωαβ + ε

a
αω
′
αβ

), η
a
α = ∑

β

(δ a
αηαβ − ε

a
αη
′
αβ

).

Die Function
η(u1 · ·uρ ; 1

2δ
a, 1

2ε
a)

werde bezeichnet durch η(u1 · ·uρ)α . Es folgt dann aus der Gleichung (3′):

e−η(u1··uρ)b
Θ(u1 +ω

b
1 · · ; 1

2δ
a, 1

2ε
a)

= e−
πi
2 ∑εb

α δ a
α Θ(u · · ; 1

2δ
a + 1

2δ
b, 1

2ε
a + 1

2ε
b).
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Nun ist
1
2δ

a
α + 1

2δ
b
α = 1

2δ
ab
α + pα , 1

2ε
a
α + 1

2ε
b
α = 1

2ε
ab
α +qα ,

wo p1 · · pρ , q1 · ·qρ ganze Zahlen bedeuten; demnach ist

Θ(u1 · · ; 1
2δ

a + 1
2δ

b, 1
2ε

a + 1
2ε

b) = e
πi
2 ∑εab

α
(δ a

α
+δ b

α
−δ ab

α
)
Θ(u1 · · ; 1

2δ
ab, 1

2ε
ab).

Daraus geht hervor:

(23) e−η(u1··uρ)b Θ(u1 +ω
b
1 · · ; 1

2δ
a, 1

2ε
a) = ib;a

Θ(u1 · · ; 1
2δ

ab, 1
2ε

ab),

wo b;a eine bestimmte von den Indices a,b abhängige Zahl bedeutet, dargestellt durch:

(24) b;a = ∑
α

[
−ε

b
αδ

a
α + ε

ab
α (δ a

α +δ
b
α −δ

ab
α )
]
.

Man erkennt nun leicht, dass es auf mannichfache Weise möglich sein wird, 2ρ pri-
mitive Indices auszuwählen, durch deren sämmtliche Combinationen alle 4ρ Indices, mit
Ausnahme des Index 0, dargestellt werden können. Am einfachsten bietet sich zunächst
dasjenige System dar, welches den primitiven Perioden entspricht. Wir bezeichnen durch
den Index aα diejenige Charakteristik, in der sämmtliche Grössen ε1,ε2 · ·ερ gleich Null
sind, und ebenso alle Grössen δ1,δ2 · ·δρ , mit Ausnahme von δα ; ebenso durch bα diejenige
Charakteristik, in der εα = 1, alle übrigen Grössen δ1,δ2 · ·δρ , ε1,ε2 · ·ερ aber gleich Null
sind. Es ist dann klar, dass durch die Combinationen dieser 2ρ Indices der Index 0 nicht,
dagegen alle übrigen Indices, und zwar nur auf eine Weise, dargestellt werden können. Zur
Vereinfachung führen wir ausser diesen 2ρ primitiven noch die zusammengesetzten Indices
ein:

a1b1 = c1, a2b2 = c2 · · ·aρbρ = cρ .

Es sei nun m ein beliebiger Index, und zunächst dargestellt durch eine Combination der
primitiven a1 · ·aρ ,b1 · ·bρ . Wenn in diesem Ausdruck a1 und b1 oder a2 und b2, u. s. f.
gleichzeitig vorkommen, so ersetzen wir diese Paare durch c1, c2 u. s. f. Dadurch erhalten
wir einen Ausdruck, der aus höchstens ρ Gliedern besteht, und das Kriterium, ob m ein
grader oder ungrader Index ist, ist offenbar folgendes: m ist grade, wenn die Anzahl der in
dem reducirten Ausdruck von m vorkommenden Grössen c eine grade, und ungrade, wenn
diese Anzahl ungrade ist. So ist z. B. der Index a1b1b2 = c1b2 ungrade, a1b4c2c3 dagegen
grade. Wir suchen jetzt eine andere Bezeichnungsweise, bei der die graden und ungraden
Indices in gesonderten Gruppen auftreten.

Wir nehmen zuerst an, es sei ρ eine ungrade Zahl, und definiren das folgende System
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von 2ρ +1 Indices:

(25)

α1 = a1 c2 c3 . . . . . . . c ρ+1
2

β1 = b1 c2 c3 . . . c ρ+1
2

α2 = a2 c3 c4 . . . . . . . c ρ+3
2

β2 = b2 c3 . . . . . c ρ+3
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α ρ+1

2
= a ρ+1

2
c ρ+3

2
c ρ+5

2
· ·cρ β ρ+1

2
= b ρ+1

2
c ρ+3

2
· ·cρ

α ρ+3
2

= a ρ+3
2

c ρ+5
2

. . . . . . c1 β ρ+3
2

= b ρ+3
2

c ρ+5
2

. . c1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αρ = aρ c1 c2 . . . . . . . c ρ−1

2
βρ = bρ c1 c2 . . . c ρ−1

2

γ = c1 c2 c3 · ·cρ .

Verstehen wir unter cρ+λ dasselbe wie cλ , so ist allgemein:

αλ = aλ cλ+1 cλ+2 cλ+3 · ·cλ+ ρ−1
2

βλ = bλ cλ+1 cλ+2 cλ+3 · ·cλ+ ρ−1
2

γ = c1 c2 c3 · · · · · · · · · · · ·cρ−1 cρ .

(λ = 1, 2 · ·ρ)

Diese 2ρ +1 Indices sind hier dargestellt in der reducirten Form. Man erkennt daher sofort,

dass γ ungrade ist; αλ und βλ sind grade oder ungrade, je nachdem
ρ−1

2
eine grade oder

ungrade Zahl ist; d. h. grade, wenn ρ ≡ 1 mod 4, ungrade, wenn ρ ≡ 3 mod 4.
Wir bilden jetzt die Combinationen dieser Grössen. Combiniren wir zunächst γ und

αλ , so heben sich die in beiden Indices vorkommenden Grössen cλ+1, cλ+2 · · c
λ+ ρ−1

2
auf,

cλ verbindet sich mit aλ zu bλ . Der reducirte Index γ αλ enthält also
ρ−1

2
Grössen c.

Dasselbe gilt von γ βλ . Mithin sind auch γ αλ und γ βλ grade, wenn ρ ≡ 1 mod 4, ungrade,
wenn ρ ≡ 3 mod 4.

Wir combiniren jetzt zwei verschiedene der Grössen α1, α2 · ·αρ , β1, β2 · ·βρ . Zunächst
ist offenbar αλ βλ = cλ ungrade, und γαλ βλ grade. Setzen wir jetzt

αλ = aλ cλ+1 cλ+2 · · cλ+ ρ−1
2

,

αµ = aµ cµ+1 cµ+2 · · cµ+ ρ−1
2

.

Es soll λ ≶ µ sein; aλ soll sowohl aλ als bλ , aµ sowohl aµ als bµ bedeuten können. Es sei

λ ≡ µ +ν mod ρ.

Wir können annehmen, dass ν eine Zahl der Reihe 1, 2 · · ρ−1
2

ist (andernfalls vertauschen

wir λ und µ). Dann ist

αµ = aµcµ+1 cµ+2 · ·cµ+ ρ−1
2

,

αµ+ν = aµ+ν cµ+ν+1 · ·cµ+ν+ ρ−1
2

.
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Da die Zahl µ + ν in der Reihe µ + 1 · ·µ +
ρ−1

2
vorkommt, so können wir αµ zerlegen

in
αµ =

(
aµ cµ+1 · ·cµ+ν−1

)(
cµ+ν cµ+ν+1 · ·cµ+ ρ−1

2

)
,

αµ+ν in:

αµ+ν =
(

aµ+ν cµ+ν+1 · ·cµ+ ρ−1
2

)
·
(

c
µ+ ρ+1

2
· ·c

µ+ν+ ρ−1
2

)
.

Wir erhalten also, da sich aµ+ν mit cµ+ν zu bµ+ν ergänzt:

αµ αµ+ν = aµ bµ+ν cµ+1 · ·cµ+ν−1 c
µ+ ρ+1

2
· ·c

µ+ν+ ρ−1
2

.

Dieser Index ist in seiner reducirten Form, und enthält 2ν − 1 Grössen c. Es ist also
αµ αµ+ν ungrade. Bildet man endlich γαµ αµ+ν , so heben sich diese 2ν − 1 Grössen c
fort, und cµ , cµ+ν ergänzen sich mit aµ bµ+ν zu bµ aµ+ν . Der reducirte Ausdruck von
γαµ αµ+ν enthält also ρ− (2ν−1)−2 Grössen c; mithin ist γαµ αµ+ν ein grader Index.

Bezeichnen wir jetzt die Indices α1, α2 · · αρ , β1, β2 · · βρ in irgend einer Reihenfolge
durch m1, m2 · ·m2ρ , und γ durch m, so ist, wie wir bewiesen haben:

m ungrade. mκmλ ungrade. mmκmλ grade
(κ < λ ).

mκ und mmκ grade für ρ ≡ 1 mod 4,

ungrade für ρ ≡ 3 mod 4.

m1, m2 · ·m2ρ ist, wie aus (24) hervorgeht, ein vollständiges System primitiver Indices, und

m = m1m2 · ·m2ρ .

Wir bezeichnen nun in dem ersten Fall ρ ≡ 1 mod 4

m, m1, m2 · ·m2ρ

in irgend einer Reihenfolge durch die Zahlen:

1, 2, 3 · ·2ρ +1

und setzen ausserdem m = ε . Dann ist

ε ungrade,
εκ grade (κ = 1, 2 · ·2ρ +1),
εκλ grade (κ,λ = 1, 2 · ·2ρ +1; κ ≶ λ ).
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In dem zweiten Falle ρ ≡ 3 mod 4 bezeichnen wir ebenfalls die Indices

m, m1, m2 · ·m2ρ

durch die Zahlen
1, 2, 3 · ·2ρ +1,

setzen aber ε = 0. Dann ist

ε grade,
εκ ungrade (κ = 1, 2 · ·2ρ +1),
εκλ ungrade (κ,λ = 1, 2 · ·2ρ +1; κ ≶ λ ).

Nehmen wir jetzt an, dass ρ eine grade Zahl ist; dann setzen wir ρ = ρ ′+1 und bilden
aus a1, a2 · ·aρ ′ , b1, b2 · ·bρ ′ die Grössen m, m1, m2 · · m2ρ ′ . Wir haben jetzt wieder die Fälle
zu unterscheiden: ρ ≡ 2 mod 4, und ρ ≡ 0 mod 4; oder ρ ′ ≡ 1 mod 4 und ρ ′ ≡ 3 mod 4.

Im ersten Falle ρ ≡ 2 mod 4 bezeichnen wir mit

1, 2, 3 · ·2ρ +1

die Indices
m1, m2 · ·m2ρ ′ ; maρ ,mbρ ,mcρ ,

und setzen ausserdem
cρ = ε.

Dann ist ε ungrade. εκ ist ebenfalls ungrade für κ = 1, 2 · ·2ρ +1. Denn da mκ grade
ist, und weder aρ , noch bρ , noch cρ enthält, so ist cρmκ ungrade; ferner, da m ungrade ist,
und aρ , bρ , cρ nicht enthält, so ist auch cρmaρ = mbρ , cρmbρ = maρ , cρmcρ = m ungrade.
Ferner ist εκλ stets grade. Denn da mκmλ ungrade ist, so ist cρmκmλ grade; da mmκ grade
ist, so sind auch cρmaρmκ = bρmmκ, cρmbρmκ = aρmmκ, und cρmcρmκ = mmκ grade.
Endlich ist cρmaρmbρ = 0, cρmaρmcρ = bρ , cρmbρmcρ = aρ ; also auch diese Indices sind
grade. Demnach ist für diesen Fall:

ε ungrade,
εκ ungrade (κ = 1, 2 · ·2ρ +1),
εκλ grade (κ,λ = 1, 2 · ·2ρ +1; κ ≶ λ ).

Es bleibt noch der Fall übrig: ρ ≡ 0 oder ρ ′ ≡ 3 mod 4. In diesem setzen wir ε = 0, und
bezeichnen mit 1, 2 · ·2ρ +1 die Indices:

cρm, cρm1, cρm2 · ·cρm2ρ ′; aρ , bρ .
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Diese sind sämmtlich grade, da m, m1 · ·m2ρ ′ ungrade sind. Die Combinationen je zweier
verschiedenen sind aber ungrade. Denn erstens ist offenbar aρbρ = cρ ungrade. Wenn wir
zweitens aρ und bρ mit den übrigen combiniren, so erhalten wir

bρm, bρm1 etc.; aρm, aρm1 etc.

Diese sind ungrade, da m,m1 etc. ungerade sind. Combiniren wir drittens die Grössen
cρm, cρm1 · ·cρm2ρ ′ unter einander, so erhalten wir:

mm1, mm2, etc. m1m2, m1m3, m2m3 · ·
Dass diese ungrade sind, haben wir schon bei Erörterung des Falles ρ ≡ 3 mod 4 gesehen.
Wir erhalten also:

ε grade,
εκ grade (κ = 1, 2 · ·2ρ +1),
εκλ ungrade (κ, λ = 1, 2 · ·2ρ +1; κ ≶ λ ).

Wir bezeichnen jetzt, wenn n ein beliebiger Index ist, mit [n] eine Grösse, welche = 0 oder
1 ist, je nachdem n ein grader oder ungrader Index ist. Diese Grösse wird dargestellt durch
die Summe:

[n]≡
ρ

∑
α=1

(εn
αδ

n
α) mod 2.

Es handelt sich jetzt darum, wenn a ein Index ist, der durch eine bestimmte Anzahl k von
einander verschiedener Indices der Reihe 1, 2 · ·2ρ +1 ausgedrückt ist, den Werth von [εa]
zu finden. Hierzu ist ein Hülfssatz nöthig.

Es seien l, m, n drei beliebige Indices; dann ist

[lmn]≡
ρ

∑
α=1

[
ε

lmn
α δ

lmn
α

]
mod 2,

oder, da

ε
lmn
α ≡ ε

l
α + ε

m
α + ε

n
α mod 2,

δ
lmn
α ≡ δ

l
α +δ

m
α +δ

n
α mod 2,

[lmn]≡
ρ

∑
α=1

[(
ε

l
α + ε

m
α + ε

n
)(

δ
l
α +δ

m
α +δ

n
α

)]
.

Diese Summe kann in folgender Weise geschrieben werden:
ρ

∑
α=1

[
(εm

α + ε
n
α)(δ m

α +δ
n
α)+

(
ε

n
α + ε

l
α

)(
δ

n
α +δ

l
α

)
+
(

ε
l
α + ε

m
α

)(
δ

l
α +δ

m
α

)]
−

ρ

∑
α=1

[
ε

l
αδ

l
α + ε

m
α δ

m
α + ε

n
αδ

n
α

]
.
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Mithin ist
[lmn]≡ [mn]+ [nl]+ [lm]+ [l]+ [m]+ [n] mod 2.

Es sei nun a ein Index, der durch eine Combination von k verschiedenen Indices der
Reihe 1, 2 · ·2ρ + 1 entsteht. Zwei dieser in a vorkommenden Indices seien κ, λ ; dann ist
a = κλa′, wo a′ zwei Indices weniger enthält. Es ist nun, wenn man in der letzten Formel
l = εa′, m = κ, n = λ setzt:[

εa′κλ
]
≡
[
εa′κ

]
+
[
εa′λ

]
+[κλ ]+

[
εa′
]
+[κ]+ [λ ] .

Gleichzeitig ist aber

[εκλ ]≡ [εκ]+ [ελ ]+ [κλ ]+ [ε]+ [κ]+ [λ ] .

Mithin [
εa′κλ

]
≡
[
εa′κ

]
+
[
εa′λ

]
+
[
εa′
]
+[εκλ ]+ [εκ]+ [ελ ]+ [ε] .

Nun ist in allen vier Fällen εκλ grade, wenn ε ungrade ist, und umgekehrt; ferner εκ, ελ

gleichzeitig grade oder ungrade; daher ist

[εκλ ]+ [εκ]+ [ελ ]+ [ε]≡ 1 mod 2;

mithin [
εa′κλ

]
≡
[
εa′κ

]
+
[
εa′λ

]
+
[
εa′
]
+1.

Wenn wir nun bewiesen haben, dass für alle Combinationen a′ von der Ordnung k−2, [εa′]
denselben Werth hat, und dass dasselbe gilt für alle Combinationen a′κ, a′λ etc. von der
Ordnung k−1, so geht aus dieser Formel hervor, dass auch für alle Combinationen a von
der Ordnung k [εa] denselben Werth hat; und zwar ist dieser Werth entgegengesetzt dem
von [εa′]. Es hat also, wenn κ, λ , µ , ν etc. irgend welche verschiedene Indices der Reihe

1, 2, · · 2ρ +1

sind, [εκλ µ] den entgegengesetzten Werth von [εκ] , [εκλ µν ] den entgegengesetzten
Werth von [εκλ ] und denselben wie [ε], u. s. f. Mit Hülfe dieses Resultats ergiebt nun
die Betrachtung der vier verschiedenen Fälle, dass εa ein grader Index ist, wenn a durch
eine Combination von ρ oder ρ + 1 verschiedenen primitiven Indices entsteht. Daraus
geht sofort hervor, dass εa ein grader Index ist, wenn die Anzahl k der Glieder, aus de-
nen a besteht, ≡ ρ oder ≡ ρ + 1 mod 4 ist, dagegen ein ungrader, wenn k ≡ ρ − 1 oder
≡ ρ +2 mod 4 ist. Somit ist folgender Satz bewiesen:

II. Es ist möglich, ein System primitiver Indices

1, 2, 3 · ·2ρ +1
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und einen ausgezeichneten ε so zu wählen, dass εa ein grader Index ist, wenn die Anzahl
der primitiven Indices, aus denen a zusammengesetzt ist, ≡ ρ oder ≡ ρ + 1 mod 4 ist,
dagegen ein ungrader, wenn diese Anzahl ≡ ρ +2 oder ≡ ρ−1 mod 4 ist.

Durch die Combination aller primitiven Indices geht, wie alle vier Fälle zeigen, der In-
dex 0 hervor. Demnach kann jeder Index auf zweifache Weise in der Form εa dargestellt
werden: m = εa, und m = εa′. In a und a′ zusammen sind dann alle 2ρ +1 Indices enthal-
ten; daher enthält die eine Combination stets weniger als ρ +1, die andere stets mehr als ρ

Glieder, die eine Combination eine grade Anzahl, die andere eine ungrade.

§ 5.

Wir wählen für ρ = 3 ein System primitiver Indices

1, 2, 3 . . 7

in der Art, wie im vorigen § angegeben wurde, indem wir ε = 0 annehmen (diese Indices
bezeichnen wir zum Unterschiede von den allgemeinen durch griechische Buchstaben). Es
lassen sich dann alle 64 Indices durch die 64 Combinationen 0, κ, κλ , κλ µ darstellen,
und zwar sind durch die 28 Combinationen κ und κλ die ungraden, durch die 36 Com-
binationen 0 und κλ µ die graden dargestellt. Indessen kann auch jeder Index durch eine
höhere Combination ausgedrückt werden; es ist nämlich, wenn

κ, λ , µ, α, β , γ, δ

die Indices 1, 2 · ·7 in irgend einer Reihenfolge bedeuten:

0 = κλ µαβγδ , κ = λ µαβγδ , κλ = µαβγδ , κλ µ = αβγδ .

Es seien jetzt u, u′, u′′ drei unabhängige Veränderliche, v, v′, v′′ und w, w′, w′′ zwei
constante Werthsysteme derselben, und k, l, m drei beliebige Indices. Alsdann erhalten wir,
wenn wir in dem Ausdruck

Θ
(
u+ v, u′+ v′, u′′+ v′′; 1

2δ
kα , 1

2ε
kα
)

Θ
(
u− v, u′− v′, u′′− v′′; 1

2δ
lα , 1

2ε
lα)

a = 0, 1, 2 · ·7 setzen, 8 Theta-Functionen zweiten Grades mit der Charakteristik (1
2δ kl ,

1
2εkl). Eine ebensolche Function ist

Θ

(
u+w, u′+w′, u′′+w′′; 1

2δ
km, 1

2ε
km
)

Θ

(
u−w, u′−w′, u′′−w′′; 1

2δ
lm, 1

2ε
lm
)

.

Zwischen diesen 2ρ + 1 Ausdrücken muss, dem Satz (I.) zufolge, eine lineare homogene
Gleichung bestehen:

f Θ

(
u+w · · · ; 1

2δ
km, 1

2ε
km
)

Θ

(
u−w · · · ; 1

2δ
lm, 1

2ε
lm
)
)

=
7

∑
α=0

[
fα Θ

(
u+ v · · · ; 1

2δ
kα , 1

2ε
kα

)
Θ

(
u− v · · · ; 1

2δ
lα , 1

2ε
lα
)]

,
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deren Coefficienten f , f0, f1 · · f7 von u, u′, u′′ unabhängig sind. Um diese zu bestimmen,
verfahren wir so:

Es sei β irgend einer der Indices 0, 1, 2 · ·7. Wir vermehren dann die Variabeln um
dasjenige halbe Periodensystem, welches zu dem Index lβ gehört. Multipliciren wir dann
noch die gefundene Gleichung mit dem Factor

e−2η(u1··)lβ ,

so ergiebt sich, vermöge Formel (23):

ilβ ;km+lβ ; lm f Θ(u+w · · ; 1
2δ

klmβ , 1
2ε

klmβ )Θ(u−w · · ; 1
2δ

mβ , 1
2ε

mβ )

=
7

∑
α=0

[ilβ ;kα+lβ ; lα fα Θ(u+ v · · ; 1
2δ

klαβ , 1
2ε

klαβ )Θ(u− v · · ; 1
2δ

αβ ; 1
2ε

αβ )].

Jetzt setzen wir u = v, u′ = v′, u′′ = v′′; dann verwandelt sich die rechte Seite dieser Glei-
chung in:

7

∑
α=0

[ilβ ;kα+lβ ; lα fα Θ(2v, 2v′, 2v′′; 1
2δ

klαβ , 1
2ε

klαβ )Θ(0, 0, 0; 1
2δ

αβ , 1
2ε

αβ )].

Es ist aber αβ ein ungrader Index, wenn nicht α = β ist; daher:

Θ(0, 0, 0; 1
2δ

αβ , 1
2ε

αβ ) =

{
0, wenn α ≶ β ,

Θ(0, 0, 0; 0, 0) wenn α = β .

Wir erhalten daher, wenn wir die Constante

Θ(0, 0, 0; 0, 0) mit c0

bezeichnen:

ilβ ;km+lβ ; lm−lβ ;kβ−lβ ; lβ f Θ(v+w · · ; 1
2δ

klmβ , 1
2ε

klmβ )Θ(v−w · · ; 1
2δ

mβ , 1
2ε

mβ )

= fβ c0 Θ(2v, 2v′, 2v′′; 1
2δ

kl, 1
2ε

kl).

Hierdurch sind die Coefficienten bestimmt, und es ergiebt sich die Gleichung:

(26) c0 Θ(2v · · ; 1
2δ

kl, 1
2ε

kl)Θ(u+w · · ; 1
2δ

km, 1
2ε

km)Θ(u−w · · ; 1
2δ

lm, 1
2ε

lm)

=
7

∑
α=0

[i[kα,lα,mα]
Θ(v+w · · ; 1

2δ
klmα , 1

2ε
klmα)Θ(u−w · · ; 1

2δ
mα , 1

2ε
mα)

× Θ(u+ v · · ; 1
2δ

kα , 1
2ε

kα)Θ(u− v · · ; 1
2δ

lα , 1
2ε

lα)],
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wo
[k, l, m] = l; km+ l; lm− l; k− l; l

ist. Es ist nun zufolge (24):

l; km = ∑ [−ε
l
δ

km + ε
klm(δ l +δ

km−δ
klm)],

l; lm = ∑ [−ε
l
δ

lm + ε
m(δ l +δ

lm−δ
m)],

l; k = ∑ [−ε
l
δ

k + ε
kl(δ l +δ

k−δ
kl)],

l; l = ∑ [−ε
l
δ

l].

Daraus ergiebt sich:

[k, l, m] = ∑[ε l(−δ
km−δ

lm +δ
k +δ

l)+ ε
klm(δ l +δ

km−δ
klm)(27)

+ ε
m(δ l +δ

lm−δ
m)− ε

kl(δ l +δ
k−δ

kl)].

In diesem Ausdruck ist jedes ε mit einer graden Zahl multiplicirt. Da wir nun [k, l, m]
nur modulo 4 zu betrachten haben, so können wir ε l, εklm, εm, εkl ersetzen durch andere
Werthe, die ihnen modulo 2 congruent sind.

Wir denken uns die drei Indices k, l,m dargestellt durch Combinationen von einander
verschiedener primitiver Indices:

(28) k = κ1κ2 · · , l = λ1λ2 · · , m = µ1µ2 · · ,

und zwar wählen wir, da dies auf zweifache Weise geschehen kann, stets diejenige Darstel-
lung, die aus einer graden Anzahl von Gliedern besteht. Es sei nun n der Complex derjeni-
gen primitiven Indices, die in allen drei Ausdrücken von k, l, m gleichzeitig enthalten sind.
Alsdann können wir setzen:

k = nk′, l = nl′, m = nm′;

und es giebt jetzt keinen primitiven Index, der in k′, l′, m′ gleichzeitig enthalten wäre. Es
sei ferner p der Complex derjenigen Indices, die in l′ und m′ gleichzeitig enthalten sind; q
derer, die in m′ und k′, r derjenigen, die in k′ und l′ gleichzeitig vorkommen. Dadurch dass
wir diese absondern, zerfällt jeder der drei Ausdrücke (28) in vier Theile

(29) k = nqrs, l = nrpt, m = npqu.

n, p, q, r, s, t, u sind dann sieben verschiedene Complexe, und so beschaffen, dass ein
primitiver Index, der in einem derselben vorkommt, in keinem der übrigen enthalten ist.
Wenn wir jetzt die Indices k, l, m zusammensetzen, so erhalten wir:

(30) lm = qrtu, mk = rpus, kl = pqst, klm = nstu.
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Diese Indices sind hierdurch gleichfalls dargestellt als Combinationen von einander ver-
schiedener primitiver Indices, und zwar müssen diese Darstellungen, da immer eine grade
Anzahl von Gliedern fortgefallen ist, wiederum jede aus einer graden Anzahl von Gliedern
bestehen. Wir führen jetzt folgende Definition ein:

Es sei k ein beliebiger Index. Diesen stellen wir dar durch eine grade Anzahl von einan-
der verschiedener primitiver Indices (was nur auf eine Weise möglich ist), und bezeichnen
durch σ k die Summe:

σ
k = ε

κ1 + ε
κ2 + etc.,

ausgedehnt über alle Indices κ1, κ2, etc., die in dem Ausdruck von k enthalten sind. Da nun
offenbar σ k ≡ εk mod 2, so können wir in dem Ausdruck (27) die Grössen ε durch diese
σ ersetzen. Indem wir dann diejenigen Glieder zusammenfassen, die mit derselben Grösse
δ multiplicirt sind, erhalten wir:

[k, l,m]≡∑[−δ
k(σ kl−σ

l)−δ
l(σ kl−σ

l−σ
klm−σ

m)−δ
m

σ
m(31)

+δ
lm(σm−σ

l)+δ
km(σ klm−σ

l)+δ
kl

σ
kl−δ

klm
σ

klm] mod 4.

Da nun die in l enthaltenen primitiven Indices in vier Gruppen n, r, p, t zerfallen, so zerfällt
die über diese Indices ausgedehnte Summe in vier Partialsummen, die diesen Gruppen
entsprechen: N, R, P, T . Es ist also

σ
kl = P+Q+S +T,

σ
l = N +R+P+T.

Folglich
σ

kl−σ
l = Q+S−N−R.

Da aber
Q+S +N +R = σ

k

ist, so folgt:
σ

kl−σ
l = σ

k−2(N +R).

Nun ist aber
N +R≡ ε

n + ε
r ≡ ε

nr mod 2;

mithin ergiebt sich:
σ

kl−σ
l ≡ σ

k +2ε
nr mod 4.

Auf dieselbe Weise finden wir:

σ
kl−σ

l−σ
klm−σ

m ≡ σ
p +2ε

rptu mod 4,

σ
m−σ

l ≡ σ
lm +2ε

rt mod 4,

σ
klm−σ

l ≡ σ
km +2ε

rp mod 4.
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Setzen wir diese vier Ausdrücke in die Gleichung (31) ein, so zerfällt der Ausdruck auf der
rechten Seite in zwei Theile:

(32) [k, l,m]≡ [(k, l,m)]+2(k, l,m) mod 4,

von denen der erste

[(k, l,m)] = ∑

[
−δ

k
σ

k−δ
l
σ

l−δ
m

σ
m +δ

lm
σ

lm +δ
mk

σ
mk +δ

kl
σ

kl−δ
klm

σ
klm
]

ist, während
(k, l,m) = ∑

[
ε

nr
δ

k + ε
rptu

δ
l + ε

rt
δ

lm + ε
rp

δ
km
]
.

In dem ersten Ausdruck führen wir die Bezeichnung ein:

(33) ∑

[
δ

k
σ

k
]

= (k).

Dann ist

(34) [(k, l,m)] =−(k)− (l)− (m)+(lm)+(mk)+(lk)− (klm).

Den zweiten Ausdruck brauchen wir nur modulo 2 zu betrachten. Wir können deshalb
δ km ersetzen durch δ k +δ m, δ lm durch δ l +δ m. So erhalten wir:

(k, l,m)≡∑

[
(εnr + ε

rp)δ k +(εrptu + ε
rt)δ l +(εrt + ε

rp)δ m
]

mod 2.

Nun ist
ε

nr + ε
rp ≡ ε

np, ε
rptu + ε

rt ≡ ε
pu, ε

rt + ε
rp ≡ ε

pt mod 2.

Folglich:
(k, l,m)≡∑

[
ε

np
δ

k + ε
pu

δ
l + ε

pt
δ

m
]

mod 2.

Wir setzen jetzt
np = K, nq = L, nr = M.

Dann bedeutet K den grössten gemeinsamen Theiler der Ausdrücke von l und m, L von m
und k, M von k und l. Es ist dann

pu = Lm, pt = lM;

mithin
(k, l, m)≡∑[εK

δ
k + ε

Lm
δ

l + ε
Ml

δ
m] mod 2.

Wir führen auch hier eine abkürzende Bezeichnung ein, die in der Folge beibehalten
werden wird. Es seien a, b zwei beliebige Indices; dann setzen wir:

(35) ∑[εa
δ

b]≡ a | b mod 2.
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Dieses Zeichen ist also nur modulo 2 definirt. Danach ist:

(36) (k, l, m)≡ K | k +Lm | l +Ml | m mod 2.

Wir haben somit gefunden:

(37) i[kα, lα,mα] =
i−(kα)i−(lα)i−(mα)i−(klmα)

i−(kl)i−(km)i−(lm) (−1)(kα, lα,mα).

Diesen Ausdruck führen wir in die Gleichung (26) ein, setzen aber vorher folgende Defini-
tion fest: Es sei α ein beliebiger Index; dann bezeichnen wir mit Θ(u, u′, u′′)α die Function

(38) i−(α)
Θ(u, u′, u′′, 1

2δ
α , 1

2ε
α) = Θ(u, u′, u′′)α .

Alsdann nimmt diese Gleichung folgende Form an:

c0 Θ(2v · ·)kl Θ(u+w · ·)km Θ(u−w · ·)lm(39)

=
7

∑
α=0

[(−1)(kα,lα,mα)
Θ(v+w · ·)klmα Θ(v−w · ·)mα Θ(u+ v · ·)kα Θ(u− v · ·)lα ].

Dies ist das Additionstheorem der Theta-Functionen in einer sehr allgemeinen Fassung.
Um das Vorzeichen (−1)(kα,lα,mα) für irgend eine besondere Wahl der Indices k, l, m zu be-
stimmen, hat man folgendermassen zu verfahren: Es sind kα , lα , mα auszudrücken durch
die primitiven Indices, und zwar ist jedesmal diejenige der beiden Darstellungen zu wäh-
len, die eine grade Anzahl von Gliedern enthält. Alsdann sind von diesen Darstellungen die
grössten gemeinsamen Theiler K von lα , mα , L von mα , kα , M von kα , lα abzusondern;
dann ist

(40) (−1)(kα,lα,mα) = (−1)K|kα+Lmα|lα+Mlα|mα .

Aus der Definition des Zeichens a | b (Gl. (35)) geht hervor:
Da

ε
b + ε

c ≡ ε
bc mod 2,

so ist

(41) bc | a≡ b | a+ c | a.

Ferner, da
δ

b +δ
c ≡ δ

bc mod 2,

so ist

(42) a | bc≡ a | b+a | c.
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Endlich ist a | a ≡ 0 oder 1, je nachdem a ein grader oder ungrader Index ist. Aus den
Eigenschaften (41) und (42) folgt:

ab | ab≡ ab | a+ab | b,

ab | a ≡ a | a+ b | a,

ab | b ≡ a | b + b | b.

Mithin:
ab | ab+a | a+b | b≡ a | b+b | a.

Daraus ergiebt sich, dass
a | b≡ b | a

ist, wenn von den drei Indices a,b,ab alle oder nur einer grade ist; dagegen

a | b≡ 1+b | a,

wenn unter den Indices a,b,ab nur zwei oder gar kein grader vorhanden ist. Ferner lehren
diese Congruenzen, dass sich schliesslich (−1)(kα,lα,mα) in ein Product der Zeichen

(−1)κ|λ

auflösen lassen muss, wo κ und λ Indices der Reihe 1, 2 · ·2ρ +1 sind. Diese genügen, da
κ, λ , und κλ ungrade Indices sind, den Bedingungen:

(−1)κ|κ =−1,(43)

(−1)κ|λ =−(−1)λ |κ (κ ≶ λ ).(44)

Wegen dieser Eigenschaft dienen diese Vorzeichen im Wesentlichen dazu, alternirende
Functionen mehrerer Indices in symmetrische zu verwandeln.

§ 6.

Es sei a irgend ein grader Index; dann bezeichnen wir mit ca den Werth, den die Func-
tion Θ(u, u′, u′′)a annimmt, wenn die drei Variabeln gleich Null gesetzt werden. Es giebt
also 36 Constanten ca; die eine (schon früher definirte) c0 und die 35 cκλ µ . Wir setzen

(45)
cκλ µ

c0
= eκλ µ .

Es sei jetzt a ein ungrader Index; dann fängt die Entwickelung der Function Θ(u, u′,
u′′)a nach aufsteigenden Dimensionen der Variabeln an mit einer linearen Function:

(46) ua = Aau+Bau′+Cau′′.
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Es giebt 28 ungrade Indices, die 7 primitiven κ, und die 21 zusammengesetzten κλ ; da-
her haben wir auch 28 solche lineare Functionen uκ und uκλ . Es sind jetzt die Relationen
aufzustellen, welche zwischen diesen Constanten eκλ µ ; Aκ, Bκ, Cκ; Aκλ , Bκλ , Cκλ be-
stehen; hierbei wird sich eine Darstellung dieser Grössen durch eine Anzahl von einander
unabhängiger Parameter ergeben.

Wir setzen in der Gleichung (39) die sechs Constanten v, v′, v′′, w, w′, w′′ = 0; bezeich-
nen wir dann die Function Θ(u, u′, u′′)m kurz durch Θm, so erhalten wir:

(47) c0ckl Θkm Θlm =
7

∑
α=0

[(−1)(kα,la,mα)cklmacma Θkα Θla].

Setzen wir hier noch u, u′, u′′ = 0, so erhalten wir die Gleichung zwischen den Parametern:

(48) c0cklckmclm =
7

∑
α=0

[(−1)(kα,lα,mα)ckαclαcmαcklmα ].

Wir setzen jetzt in der ersten dieser Gleichungen:

k = λ µ, l = 0, m = κµ,

wo κ, λ , µ drei verschiedene primitive Indices bedeuten. Alsdann ist kl ein ungrader Index;
die linke Seite der Gleichung (47) verschwindet demnach, und wir erhalten:

7

∑
α=0

[(−1)(λ µα,α,κµα)cκλαcκµα Θλ µα Θα ] = 0.

Ausserdem verschwinden diejenigen Terme der Summe, welche sich auf die Indices 0, κ,
λ , µ beziehen. Die Summe ist also auszudehnen über die 4 Indices der Reihe 1, 2 · ·7,
welche von κ, λ , µ verschieden. Diese seien: α, β , γ, δ . Um nun K, L, M zu bestimmen,
haben wir λ µα zu ersetzen durch κβγδ , α durch κλ µβγδ , κµα durch λβγδ . Der ge-
meinsame Theiler von κλ µβγδ und λβγδ ist λβγδ , der gemeinsame Theiler von λβγδ

und κβγδ ist βγδ , von κβγδ und κλ µβγδ , κβγδ . Wir bekommen also:

K = λβγδ = κµα, L = βγδ = κλ µα, M = κβγδ = λ µα.

Daher ist

(λ µα,α,κµα)≡ K | λ µα +Lκµα | α +Mα | κµα

≡ κµα | λ µα +λ | α +λ µ | κµα.

Nun ist
λ µ | κµα ≡ 1+κµα | λ µ,
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da von den drei Indices κµα , λ µ , κλα einer ungrade ist; ferner:

κµα | λ µ +κµα | λ µα ≡ κµα | α,

und
κµα | α +λ | α ≡ κλ µα | α.

Daher ist
(λ µα,α,κµα)≡ 1+κλ µα | α.

Wir erhalten also:

(49) ∑
α,β ,γ,δ

[
(−1)κλ µα|αcκλαcκµα Θλ µα Θα

]
= 0.

Wenn wir das Product Θλ µαΘα nach aufsteigenden Dimensionen der Variabeln entwic-
keln, so ist das Anfangsglied: cλ µαuα ; daher muss zwischen den vier linearen Functionen
uα , uβ , uγ , uδ die Gleichung bestehen:

∑
α,β ,γ,δ

[
(−1)κλ µα|αcκλαcκµαcλ µαuα

]
= 0.

Diese Gleichung multipliciren wir mit
eκλ µ

c3
0

; dann ergiebt sich:

∑
α,β ,γ,δ

[
(−1)κλ µα|αeκλαeκµαeλ µαeκλ µuα

]
= 0.

Nun ist eκλαeκµαeλ µαeκλ µ ein in Bezug auf die Indices κ, λ , µ , α symmetrischer Aus-
druck, den wir deshalb durch Eβγδ bezeichnen können. Ferner ist κλ µα = βγδ , κλ µβ =
γδα u. s. f.; es ist also

(−1)βγδ |αEβγδ uα +(−1)γδα|β Eγδαuβ

+(−1)δαβ |γEδαβ uγ +(−1)αβγ|δ Eαβγuδ = 0.

Diese Gleichung gilt für willkürliche Werthe von u, u′, u′′. Wir bestimmen diese so, dass
uγ und uδ verschwindet; dann ist:

uα : uβ =

∣∣∣∣∣∣
Aα Bα Cα

Aγ Bγ Cγ

Aδ Bδ Cδ

∣∣∣∣∣∣ :

∣∣∣∣∣∣
Aβ Bβ Cβ

Aγ Bγ Cγ

Aδ Bδ Cδ

∣∣∣∣∣∣ .
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Nun ist

(−1)βγδ |α = (−1)β |α(−1)γδ |α = (−1)β |α(−1)α|γδ ,

(−1)γδα|β = (−1)α|β (−1)γδ |β =−(−1)β |α(−1)β |γδ .

Folglich erhalten wir:

Eαγδ : Eβγδ = (−1)α|γδ

∣∣∣∣∣∣
Aα Bα Cα

Aγ Bγ Cγ

Aδ Bδ Cδ

∣∣∣∣∣∣ : (−1)β |γδ

∣∣∣∣∣∣
Aβ Bβ Cβ

Aγ Bγ Cγ

Aδ Bδ Cδ

∣∣∣∣∣∣ .
Wir setzen nun:

(50) (−1)α|γδ+γ|δ

∣∣∣∣∣∣
Aα Bα Cα

Aγ Bγ Cγ

Aδ Bδ Cδ

∣∣∣∣∣∣= Fαγδ .

Dieser Ausdruck ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices α , γ , δ ; denn das der Deter-
minante vorangesetzte Zeichen verwandelt seinen Werth in den entgegengesetzten, wenn
zwei der Indices α , γ , δ mit einander vertauscht werden. Es ergiebt sich dann:

Eαγδ

Fαγδ

=
Eβγδ

Fβγδ

.

Hieraus ist klar, dass dieser Quotient eine von jeder Vertauschung der Indices unabhängige
Grösse r ist. Mithin erhalten wir:

(51) eαβγeβγδ eγδαeδαβ = rFκλ µ .

Hiermit ist ein System von 35 Gleichungen gegeben, aus welchem sich die Grössen e
bestimmen lassen. Zu diesem Zweck führen wir eine Reihe von Bezeichnungen ein:

(52) Π(Fκλα) = Fκλ , Π(Fκαβ ) = Fκ, Π(Fαβγ) = F.

Das erste Product soll erstreckt sein über alle 5 dreigliedrigen Indices, welche κ und λ

enthalten, das zweite über alle 15, welche κ enthalten, das letzte über alle 35 überhaupt. In
derselben Weise definiren wir:

(53) Π(eκλα) = eκλ , Π(eκαβ ) = eκ, Π(eαβγ) = e.

Setzt man in die Formeln (52) die Werthe der Grössen Fκλ µ nach (51) ein, so ergiebt
sich:

(54) r5Fκλ =
e2e2

κλ

e2
κe2

λ

, r15Fκ =
e3

e3
κ

, r35F = e4.
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Ferner ist, wie man leicht erkennt:

(55)
eeκλ eκµeλ µ

eκeλ eµeκλ µ

= eαβγeβγδ eγδαeδαβ .

Folglich

(56) eκλ µ =
eeκλ eκµeλ µ

reκeλ eµFκλ µ

.

Durch die Formeln (54) ist e, eκ, eκλ , durch (56) alsdann eκλ µ bestimmt.

§ 7.

Um weitere Relationen unter den Moduln zu erhalten, setzen wir in der Gleichung (48):

k = κλ , l = µν , m = κµρ,

wo κ, λ , µ, ν , ρ fünf Zahlen der Reihe 1, 2 . . 7 bedeuten. Unter dieser Voraussetzung geht
dieselbe über in folgende:

c0cκλ µνcρλ µcρκν =
7

∑
α=0

[
(−1)(κλα,µνα,κµρα)cκλαcµναcρκµαcρλνα

]
.

Hier verschwinden alle Glieder, die sich auf α = 0, κ, λ , µ, ν , ρ beziehen; es bleiben also
nur die beiden Terme stehen, die sich auf die beiden übrigen primitiven Indices beziehen,
welche wir mit α und β bezeichnen wollen. Es ist dann

(κλα, µνα, κµρα) = (µνρβ , κλρβ , κµρα).

Hier ergiebt sich:

K = κρ, L = µρ, M = βρ,

Lm = κα, Ml = βρµνα = κλ .

Daher ist

(κλα, µνα, κµρα) = κρ | κλα +κα | µνα +κλ | κµρα.

Für κρ | κλα können wir setzen:

1+κλα | κρ,

für κλ | κµρα:
κλ | αµ +κλ | κρ,
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daher für κρ | κλα +κλ | κµρα:

1+κλ | αµ +α | κρ.

Ferner ist
κα | µνα ≡ κα | αµ +κα | ν ;

folglich ist
(κλα, µνα, κµρα)≡ 1+αλ | αµ +κα | ν +α | κρ.

Nun ist

1+αλ | αµ ≡ αλ | λ µ ≡ λ | λ µ +α | λ µ,

κα | ν ≡ κ | ν +α | ν .

Folglich

1+αλ | αµ +κα | ν +α | κρ ≡ λ | λ µ +κ | ν +α | κλ µνρ.

Es ist aber
κλ µνρ = αβ ;

daher:

(κλα, µνα, κµρα)≡ λ | λ µ +κ | ν +α | αβ

≡ α | β +κ | ν +λ | µ.

Das andere Zeichen (κλβ , µνβ , κµρβ ) ergiebt sich aus diesem durch Vertauschung von
α und β . Da nun (−1)α|β =−(−1)β |α ist, so folgt:

c0cραβ cρκνcρλ µ = (−1)α|β+κ|ν+λ |µ(cακλ cαµνcβκµcβλν − cβκλ cβ µνcακµcαλν),

daher:

(57) eραβ eρκνeρλ µ = (−1)α|β+κ|ν+λ |µ(eακλ eαµνeβκµeβλν − eβκλ eβ µνeακµcαλν).

Es ist nun

rFακλ = eρβ µeρβνeρµνeβ µν ,

rFαµν = eρβκeρβλ eρκλ eβκλ ,

rFβκµ = eραλ eρανeρλνeαλν ,

rFβλν = eρακeραµeρκµeακµ .
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In diesen vier Ausdrücken kommen alle Grössen vor, die in dem Product eρ enthalten sind,
mit Ausnahme von eραβ , eρκν , eρλ µ . Demnach ist

r4Fακλ FαµνFβκµFβλν = eρ

eβκλ eβ µνeακµeαλν

eραβ eρκνeρλ µ

,

r4Fβκλ Fβ µνFακµFαλν = eρ

eακλ eαµνeβκµeβλν

eραβ eρκνeρλ µ

.

Vermöge dieser beiden Formeln geht die Gleichung (57) über in folgende:

(58)
−eρ

r4 = (Fακλ FαµνFβκµFβλν −Fβκλ Fβ µνFακµFαλν)(−1)α|β+κ|ν+λ |µ .

Setzen wir hier für Fακλ , Fαµν etc. die in der Gleichung (50) angegebenen Werthe dieser
Grössen, so verwandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seite in eine ganze rationale
Function der Werthsysteme Aα , Bα , Cα ; Aβ , Bβ , Cβ · ·Aν , Bν , Cν . Fassen wir denselben auf
als Function eines dieser Werthsysteme, so stellt er eine ganze homogene Function zweiten
Grades dar, welche verschwindet, wenn Aα , Bα , Cα gleich einem der 5 anderen Systeme:
Aβ , Bβ , Cβ · ·Aν , Bν , Cν gesetzt wird. Der Ausdruck muss daher dargestellt werden können
in der Form:

(59) ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A2
α B2

α C2
α BαCα CαAα AαBα

A2
β

B2
β

C2
β

BβCβ Cβ Aβ Aβ Bβ

A2
κ B2

κ C2
κ BκCκ CκAκ AκBκ

A2
λ

B2
λ

C2
λ

BλCλ Cλ Aλ Aλ Bλ

A2
µ B2

µ C2
µ BµCµ CµAµ AµBµ

A2
ν B2

ν C2
ν BνCν CνAν AνBν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

wo ε einen Factor bedeutet, der offenbar nicht nur von Aα , Bα , Cα sondern auch von
Aβ , Bβ , Cβ · ·Aν , Bν , Cν unabhängig ist. Die Vergleichung des Diagonalgliedes in dieser
Determinante mit dem entsprechenden Gliede in dem ursprünglichen Ausdruck zeigt, dass

(60) ε = (−1)α|βκλ µν+β |κλ µν+κ|λ µν+λ |µν+µ|ν

ist. Dieses Vorzeichen verwandelt seinen Werth in den entgegengesetzten, wenn irgend
zwei der Indices α, β , κ, λ , µ, ν mit einander vertauscht werden. Daraus folgt, dass der
Ausdruck (59) eine symmetrische Function dieser 6 Indices ist, die wir demnach durch Gρ

bezeichnen können, wo ρ den einzigen noch übrig bleibenden primitiven Index bedeutet.
Wir erhalten also:

(−1)α|β+κ|ν+λ |µ(Fακλ FαµνFβκµFβλν−Fβκλ Fβ µνFακµFαλν) = Gρ ,

−eρ

r4 = Gρ .
(61)
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§ 8.

Wir sind jetzt im Stande, die Constanten Aκ, Bκ, Cκ, und die Moduln eκλ µ durch eine

Anzahl unabhängiger Grössen auszudrücken. Wir wählen hierfür die Verhältnisse
Bκ
Aκ

,
Cκ
Aκ

.

Es werde gesetzt:

Aκ = lκ aκ, Bκ = lκ bκ, Cκ = lκ cκ,

vκ = aκu+bκu′+ cκu′′,
(62)

sodass

uκ = lκvκ

ist. Von diesen Grössen aκ, bκ, cκ kann stets eine willkürlich gewählt werden. Aber von
den übrigen 14 Grössen können ausserdem noch 8 willkürlich angenommen werden, da
nichts wesentliches geändert wird, wenn wir die Variabeln u, u′, u′′ einer linearen Trans-
formation unterwerfen. Haben wir also die Moduln dargestellt durch die 21 Constanten
aκ, bκ, cκ, so werden wir die Anzahl dieser Parameter, sobald wir wollen, auf 6 reduciren
können. Indess gestalten sich die Resultate übersichtlicher ohne solche besondere Annah-
men.

Wir denken uns in allen gefundenen Gleichungen die Werthe lκ aκ, lκ bκ, lκ cκ für
Aκ, Bκ, Cκ eingesetzt. Die Functionen, welche wir erhalten, wenn wir in den Ausdrücken
von Fκλ µ , Fκλ , Fκ, F und Gρ sämmtliche Grössen Aκ, Bκ, Cκ ersetzen durch aκ, bκ, cκ,
bezeichnen wir durch fκλ µ , fκλ , fκ, f und gρ . Ferner führen wir zur Abkürzung die beiden
Bezeichnungen ein:

(63) l1l2 · · · l7 = l und g1g2 · · ·g7 = g.

Es ist dann:

Fκλ µ = lκlλ lµ fκλ µ ,(64)

Gρ =
l2

l2
ρ

gρ .(65)

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt:

(66) Fκλ = ll4
κl4

λ
fκλ , Fκ = l5l10

κ fκ, F = l15 f .
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Dadurch gehen die Gleichungen (54), (56) und (61) über in folgende:

r5ll4
κl4

λ
fκλ =

e2e2
κλ

e2
κe2

λ

, r15l5l10
κ fκ =

e3

e3
κ

, r35l15 f = e4,(67)

eκλ µ =
eeκλ eκµeλ µ

reκeλ eµ lκlλ lµ fκλ µ

,(68)

−eρ

r4 =
l2

l2
ρ

gρ .(69)

In der letzten Gleichung setzen wir ρ = 1, 2 · ·7 und bilden das Product; dann ergiebt sich,
da offenbar e1e2 · ·e7 = e3 ist:

(70) − e3 = r28l12g.

Wir haben nun mit Hülfe dieser Gleichungen die Grössen e,eκ,eκλ ,eκλ µ , l, lκ auszu-
drücken durch die Constanten r, fκλ µ und gκ. Aus der letzten Formel in dem Gleichungs-
system (67) und aus (70) folgt zunächst:

e =− f 4

g5 ,(71)

l3r7 =
f 3

g4 .(72)

Ferner aus (67) und (69):

e2
κ =

f 3

g5 fκg5
κ,(73)

l4
κ =

rlg
fκg3

κ
.(74)

Endlich, ebenfalls aus (67):

(75) e2
κλ

=
f

g2 g2
κg2

λ
fκλ .

Jetzt können wir den Modul eκλ µ selbst darstellen. Nach (68) ist:

e2
κλ µ

=
e2e2

κλ
e2
κµe2

λ µ

r2e2
κe2

λ
e2

µ l2
κl2

λ
l2
µ f 2

κλ µ

.
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Nun ist

e2 =
f 8

g10 nach (71),

e2
κλ

e2
κµe2

λ µ
=

f 3

g6 g4
κg4

λ
g4

µ fκλ fκµ fλ µ nach (75),

r2eκeλ eµ l2
κl2

λ
l2
µ =−r4l6gκgλ gµ =− f 6

g8 gκgλ gµ

(nach (69) und (72)).

Daraus folgt:

e2
κλ µ

=− f 5

g8

g3
κg3

λ
g3

µ fκλ fκµ fλ µ

eκeλ eµ f 2
κλ µ

.

Erhebt man diese Gleichung noch einmal zum Quadrat, so folgt, da nach (73)

e2
κe2

λ
e2

µ =
f 9

g15 fκ fλ fµg5
κg5

λ
g5

µ

ist:

e4
κλ µ

=
f
g

gκgλ gµ f 2
κλ

f 2
κµ f 2

λ µ

fκ fλ fµ f 4
κλ µ

.

Nach (55) ist
f fκλ fκµ fλ µ

fκ fλ fµ fκλ µ

= fαβγ fβγδ fγδα fδαβ .

Ausserdem:
g = gκgλ gµgαgβ gγgδ ;

daher:

e4
κλ µ

=
fκλ fκµ fλ µ fαβγ fβγδ fγδα fδαβ

gαgβ gγgδ f 3
κλ µ

,

oder, wenn wir die Producte fκλ , fκµ , fλ µ auflösen:

e4
κλ µ

=
fκλα fκλβ fκλγ fκλδ fκµα fκµβ fκµγ fκµδ fλ µα fλ µβ fλ µγ fλ µδ fαβγ fβγδ fγδα fδαβ

gαgβ gγgδ

.

Diese Formel können wir so darstellen:

(76) e4
κλ µ

=
Π( fm)
Π(gα)

.

Das Product im Zähler ist zu erstrecken über alle diejenigen graden Indices m, für wel-
che mκλ µ ein ungrader Index ist; das Product Π(gα) dagegen über alle von κ, λ , µ ver-
schiedenen primitiven Indices.
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§ 9.

Es bleibt noch übrig, die Anfangsglieder

uκλ = Aκλ u+Bκλ u′+Cκλ u′′

der 21 Functionen Θκλ zu bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir in der Gleichung (47):

k = κλ , m = κµν , l = 0,

wo κ, λ , µ, ν vier verschiedene primitive Indices bedeuten sollen. Es ist dann, da ckl = 0
ist,

7

∑
α=0

[(−1)(κλα,α,κµνα)cκµναcλ µνα Θκλα Θα ].

Hier fallen fort die Glieder: κ, λ , µ , ν , es bleiben übrig die vier: 0, α , β , γ . Es ist nun
zunächst

(κλ , 0, κµν) = (κλ , 0, αβγλ ).

Hier ist offenbar K = 0, L = λ , M = 0, daher

(κλ , 0, κµν)≡ 0 mod 2.

Ist dagegen α von 0, κ, λ , µ , ν verschieden, so erhalten wir

(κλα, α, κµνα) = (µνβγ, κλ µνβγ, κµνα).

Hier ergiebt sich:

K = κµν , L = µν , M = µνβγ,

Lm = κα, Ml = µνβγα = κλ .

Es ist daher:

(κλα, α, κµνα) = κµν | κλα +κα | α +κλ | κµνα.

Es ist aber

κµν | κλα ≡ κµν | κλ +κµν | α,

κλ | κµνα ≡ κλ | κµν +κλ | α,

κµν | κλ +κλ | κµν ≡ 1 mod 2,

weil von den drei Indices κµν , κλ , λ µν nur einer ungrade ist. Mithin:

(κλα, α, κµνα)≡ 1+κλ | α +κµν | α +κα | α,
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dies ist

≡ 1+βγ | α.

Demnach ergiebt sich folgende Gleichung:

cκµνcλ µν ΘΘκλ = (−1)βγ |αcβγκcβγλ Θκλα Θα

+(−1)γα |β cγακcγαλ Θκλβ Θβ +(−1)αβ |γcαβκcαβλ Θκλγ Θγ .
(77)

Wir verfahren mit dieser Gleichung ebenso, wie früher mit (49). Das Anfangsglied der
ungraden Function ΘΘκλ ist c0uκλ , das Anfangsglied von Θκλα Θα ist cκλαuα oder
cκλα lαvα . Demnach ist

(78)

uκλ = (−1)βγ |α eακλ eβγκeβγλ lα
eκµνeλ µν

vα

+(−1)γα |β eβκλ eγακeγαλ lβ
eκµνeλ µν

vβ

+(−1)αβ |γ eγκλ eαβκeαβλ lγ
eκµνeλ µν

vγ .

Hierdurch ist uκλ linear dargestellt durch vα , vβ , vγ ; wo α , β , γ drei beliebige von κ,
λ verschiedene Indices bedeuten. Wir suchen jetzt den Coefficienten

H = eακλ lα
eβγκeβγλ

eµνκeµνλ

,

durch die unabhängigen Grössen a, b, c auszudrücken. Nach Formel (51) und (64) ist

eβγκeβγλ =
rlα lµ lν fαµν

eβκλ eγκλ

,

eµνκeµνλ =
rlα lβ lγ fαβγ

eµκλ eνκλ

.

Daraus folgt:

H =
lα lµ lν
lβ lγ

eακλ eµκλ eνκλ

eβκλ eγκλ

fαµν

fαβγ

.

Wenn wir nun aus der Gleichung (68) die Werthe von eακλ ,eµκλ etc. einsetzen, so wird

eακλ eµκλ eνκλ

eβκλ eγκλ

=
e
r

eβ eγ lβ lγeακeµκeνκeαλ eµλ eνλ eκλ fβκλ fγκλ

eαeµeνeκeλ lα lµ lν lκlλ eβκeγκeβλ eγλ fακλ fµκλ fνκλ

.



38 Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln.

Es ist aber:

eακeµκeνκeλκeβκeγκ = e2
κ,

eαλ eµλ eνλ eκλ eβλ eγλ = e2
λ
.

Folglich:
eακeµκeνκeαλ eµλ eνλ eκλ

eβκeγκ eβλ eγλ

=
e2
κe2

λ

eκλ e2
βκe2

γκe2
βλ

e2
γλ

und daher:

eακλ eµκλ eνκλ

eβκλ eγκλ

=
e
r

eβ eγeκeλ lβ lγ fβκλ fγκλ

eκλ eαeµeν lα lµ lν lκlλ e2
βκe2

γκe2
βλ

e2
γλ

fακλ fµκλ fνκλ

.

Da ferner
eαeβ eγeκeλ eµeν = e3

ist, so können wir setzen:
eβ eγeκeλ

eαeµeν

=
e2

β
e2

γe2
κe2

λ

e3 .

Somit ergiebt sich:

H =
1

re2

e2
β

e2
γe2

κe2
λ

fβκλ fγκλ fαµν

lκlλ eκλ e2
βκe2

γκe2
βλ

e2
γλ

fακλ fµκλ fνκλ fαβγ

.

Es ist nun zufolge (73):

e2
β

e2
γe2

κe2
λ

=
f 12

g20 fβ fγ fκ fλ g5
β

g5
γg5

κg5
λ
,

zufolge (75):

e2
βκe2

γκe2
βλ

e2
γλ

=
f 4

g8 fβκ fγκ fβλ fγλ g4
β

g4
γg4

κg4
λ

und nach (71):

e2 =
f 8

g10 .

Danach ist:

H =
gβ gγgκgλ

rg2lκlλ eκλ

fβ fγ fκ fλ fβκλ fγκλ fαµν

fβκ fγκ fβλ fγλ fακλ fµκλ fνκλ fαβγ

.
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Diese Formel wird vereinfacht durch eine identische Relation, welche zwischen den Grös-
sen f besteht, und die leicht zu verificiren ist:

fαµν fβγκ fβγλ fβκλ fγκλ fβ fγ fκ fλ = f fβγ fβκ fβλ fγκ fγλ fκλ .

Aus dieser folgt:
fβ fγ fκ fλ fβκλ fγκλ fαµν

fβκ fβλ fγκ fγλ

=
f fβγ fκλ

fβγκ fβγλ

.

Dadurch wird:

H =
gβ gγgκgλ

rg2lκlλ eκλ

f fβγ fκλ

fβγα fβγκ fβγλ fκλα fκλ µ fκλν

.

Lösen wir jetzt die Producte fβγ und fκλ auf, so ergiebt sich:

H =
f gκgλ

rg2lκlλ eκλ

·gβ gγ fβκλ fγκλ fβγµ fβγν .

Wir setzen jetzt:

f gκgλ

rg2lκlλ eκλ

= lκλ ,(79)

uκλ = lκλ vκλ = lκλ (aκλ u+bκλ u′+ cκλ u′′).(80)

Dann ist vκλ bestimmt durch folgende Gleichung:

(81)

vκλ = (−1)βγ|αgβ gγ fβκλ fγκλ fβγµ fβγνvα

+(−1)γα|β gγgα fγκλ fακλ fγαµ fγανvβ

+(−1)αβ |γgαgβ fακλ fβκλ fαβ µ fαβνvγ .

Die Coefficienten dieser 21 linearen Functionen sind also ganze rationale Functionen
der Coefficienten von v1, v2, · · v7. Der Factor lκλ ist, ebenso wie lκ und eκλ µ , die vierte
Wurzel eines solchen Ausdrucks; nämlich

(82) l4
κλ

=
rl fκ fλ g3

κg3
λ

f g2 f 2
κλ

.
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Zweiter Theil.

§ 1.

Nachdem wir durch die Aufstellung der Relationen zwischen den Moduln der Theta-
Functionen dazu gelangt sind, diese Moduln durch eine Anzahl unabhängiger Grössen

r; a1, b1, c1; a2, b2, c2 · · ·a7, b7, c7

auszudrücken, werden wir jetzt die Beziehungen betrachten, welche zwischen den Theta-
Functionen selbst und ihren Differentialquotienten bestehen. Es wird sich hier ein analoges
Resultat ergeben. Der Quotient je zweier Theta-Functionen wird sich darstellen lassen als
die Quadratwurzel aus einer rationalen Function einer Anzahl von Werthsystemen:

x, y, z; x1, y1, z1; x2, y2, z2; x3, y3, z3,

deren jedes einer homogenen Gleichung G(x, y, z) = 0 vom Range 3 genügt, während die
einzelnen Werthsysteme von einander unabhängig sind. Aus denjenigen Relationen, welche
zwischen den Grössen Θ und ihren Differentialquotienten existiren, werden wir weiter den
Schluss ziehen, dass sich die Argumente u, u′, u′′ durch Integrale erster Gattung der Grössen
(x, y, z) etc. ausdrücken lassen.

Zunächst betrachten wir diejenigen quadratischen Relationen, welche zwischen den 28
ungraden Theta-Functionen bestehen; hieraus wird sich die algebraische Grundlage für die
ferneren Untersuchungen ergeben.

Alle diese Relationen entspringen aus der Gleichung:

(1) c0ckl Θkm Θlm =
7

∑
α=0

[
(−1)(kα,lα,mα)cklmαcmα Θkα Θlα

]
durch besondere Wahl der Indices k, l, m. Die Natur dieser Beziehungen wird klarer er-
kannt, wenn man statt der Grössen Θm andre, σm, einführt, deren jede sich von dem ent-
sprechenden Θ nur um einen constanten Factor unterscheidet. Dieser Factor soll so gewählt
sein, dass, wenn Θm und σm grade Functionen sind, σm den Werth 1 erhält, wenn die Argu-
mente u, u′, u′′ gleich Null gesetzt werden. Ist dagegen der Index m, und somit die Function
σm selbst ungrade, so soll der Factor in der Weise bestimmt werden, dass das Anfangsglied
in der Entwicklung von σm nicht um = Amu+Bmu′+Cmu′′, sondern vm = amu+bmu′+cmu′′

ist; was wegen der Gleichung um = lmvm jedenfalls möglich ist. Danach ist:

(2)
für grade Indices m: Θm = cmσm,

für ungrade: Θm = lmσm.

Es wird sich dann zeigen, dass die in den Relationen zwischen den Grössen σm vor-
kommenden Coefficienten sich rational durch die Grössen (aκ, bκ, cκ) (κ = 1, 2 · · ·7)
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ausdrücken lassen, und zwar als Producte von den Determinanten-Ausdrücken:

(3) fκλ µ = (−1)κ|λ µ+λ |µ

∣∣∣∣∣∣
aκ bκ cκ
aλ bλ cλ

aµ bµ cµ

∣∣∣∣∣∣
gρ = (−1)α|β+κ|ν+λ |µ( fακλ fαµν fβκµ fβλν − fβκλ fβ µν fακµ fαλν). ∗)

Diese Umformungen beruhen auf den Gleichungen (68) bis (79) des ersten Theils, ausser-
dem auf den identischen Beziehungen zwischen den verschiedenen Producten e, eκ, eκλ

und ihren Factoren eκλ µ .
Wenn wir von den linearen Relationen zwischen den Quadraten der Theta-Functionen

absehen, so haben alle quadratischen Gleichungen zwischen den ungraden Θ die Form:

AΘa Θb +A′Θa′ Θb′ +A′′Θa′′ Θb′′ +A′′′Θa′′′ Θb′′′ = 0,

wo A, A′, A′′, A′′′ constante Grössen bedeuten, und die Indices a, b, a′, b′ etc. den Bedin-
gungen

ab = a′b′ = a′′b′′ = a′′′b′′′

genügen. Es sei nämlich m irgend ein von 0 verschiedener Index. Dieser muss sich im
Ganzen auf 32 Arten in zwei verschiedene Indices a, b zerlegen lassen. Von diesen 32 Zer-
legungen wird die Hälfte so beschaffen sein, dass der eine Index grade, der andre ungrade
ist. Bei den 16 übrigen wird entweder a und b grade, oder a und b ungrade sein; und zwar
wird die Anzahl der Zerlegungen der ersten Art 10, die der zweiten Art 6 betragen. Ist z. B.
m = κ, und α,β ,γ,δ ,ε,ζ die 6 übrigen primitiven Indices, so erhalten wir eine Zerlegung
von m in zwei grade Indices a, b, wenn wir setzen: a = αβγ , b = δεζ ; in zwei ungrade,
wenn wir a = α , b = ακ setzen.

Zerlegen wir nun m auf verschiedene Arten in ein Product zweier Indices, welche beide
grade, oder beide ungrade sind: m = ab, m = a′b′ etc., so sind die Producte:

Θa Θb, Θa′ Θb′ etc.

nach der Definition des § 3 grade Theta-Functionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik
(µm,νm). Die Anzahl der von einander linear unabhängigen Functionen dieser Art beträgt

∗) Das Vorzeichen dieser Gleichung erhält man leicht in folgender Weise. Fasst man die beiden Gruppen
von je 4 Indices, mit denen die Grössen f behaftet sind, auf, und greift irgend einen Index der ersten Gruppe
heraus, z. B. ακλ , so ist α mit κλ verbunden. In der zweiten Gruppe ist β mit κλ verbunden; daher bilden
wir α | β . Es ist ferner in ακλ κ mit αλ verbunden; in der zweiten Gruppe ν mit αλ ; daher haben wir
κ | ν . Drittens ist λ mit ακ, in der zweiten Gruppe µ mit ακ verbunden; dadurch entsteht λ | µ . So erhalten
wir im Ganzen das Vorzeichen (−1)α|β+κ|ν+λ |µ . Wir würden denselben Werth, nur in verändertem Ausdruck,
erhalten haben, wenn wir statt ακλ irgend einen der drei übrigen Indices der ersten Gruppe herausgenommen
hätten.
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nach § 3:
2ρ

2
= 4; daher muss zwischen je 5 derselben eine lineare homogene Gleichung

bestehen. Wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, so verschwindet das Product
Θa Θb, wenn a, b ungrade Indices sind; dagegen erhält es einen von Null verschiedenen
Werth, wenn a und b grade Indices sind. Daraus folgt, dass, wenn wir von den 5 Produc-
ten Θa Θb, Θa′ Θb′ etc. in einem die Indices grade, in den übrigen ungrade annehmen, der
Coefficient des einen Products gleich Null sein muss. Mit andern Worten: Wenn

m = ab, m = a′b′, m = a′′b′′ etc.

die 6 möglichen Zerlegungen des Index m in Producte je zweier ungraden Indices sind, so
sind je 4 der 6 Functionen

Θa Θb, Θa′ Θb′ , Θa′′ Θb′′ etc.

durch eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden.
Der Index m kann nun die drei verschiedenen Formen κ, κλ , κλ µ haben. Es seien α ,

β , γ , δ , κ, λ , µ die 7 primitiven Indices in irgend welcher Reihenfolge; dann erkennen wir
zunächst, indem wir m = κ annehmen, dass durch drei Glieder der Gruppe

Θα Θακ, Θβ Θβκ, Θγ Θγκ, Θδ Θδκ, Θλ Θλκ, Θµ Θµκ

sich die drei übrigen linear und homogen ausdrücken lassen; wenn wir m = κλ setzen,
dass dasselbe gilt für die Gruppe

Θακ Θαλ , Θβκ Θβλ , Θγκ Θγλ , Θδκ Θδλ , Θµκ Θµλ , Θκ Θλ ;

endlich, wenn wir m = κλ µ = αβγδ setzen, ergiebt sich dasselbe für die Producte

Θκ Θλ µ , Θλ Θµκ, Θµ Θκλ , Θαδ Θβγ , Θβδ Θγα , Θγδ Θαβ .

Dieselben Eigenschaften übertragen sich natürlich auf die σ .

§ 2.

Alle diese Gleichungen zwischen den ungraden Θ oder σ sind enthalten in der Fun-
damental-Gleichung (1). Wir heben aus ihnen drei hervor, durch welche die algebraischen
Beziehungen, in denen die 28 Functionen unter einander stehen, vollständig definirt sind.

I. Wir setzen zunächst k = 0, l = κ, m = λ µ . Dann erhalten wir, da ckl = 0 ist:

7

∑
α=0

[(−1)(α,κα,λ µα)cακλ µcαλ µ Θα Θακ] = 0.
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Diejenigen Glieder dieser Summe, die sich auf die Indices 0, κ, λ , µ beziehen, fallen
fort, da in ihnen entweder cακλ µ oder cαλ µ gleich Null ist. Die Summe ist also nur zu
erstrecken über die 4 primitiven Indices α , β , γ , δ . Es ist nun

(α, κα, λ µα) = (βγδκλ µ, κα, βγδκ);

daher:
K = κ, L = βγδκ = αλ µ, M = κ;

mithin:
(α, κα, λ µα) = κ | α +0 | κα +α | λ µα;

oder, da
α | λ µα ≡ λ µα | α mod 2

ist:
(α, κα, λ µα)≡ κλ µα | α ≡ βγδ | α.

Wir erhalten demnach:

∑
α,β ,γ,δ

[
(−1)ακλ µ|αcακλ µcαλ µ Θα Θακ

]
= 0.

ακλ µ können wir ersetzen durch βγδ . Unter dem Summenzeichen steht dann ein Aus-
druck, der in Bezug auf die Indices β , γ, δ symmetrisch ist. Durch Vertauschung von α ,
β , γ , δ unter einander erhält derselbe vier Werthe; die Summe dieser vier Werthe ist Null.
Dies bezeichnen wir so:

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |αcβγδ cαλ µ Θα Θακ

}
= 0.

Dividiren wir diese Gleichung durch c2
0, und ersetzen jedes Θm durch lmσm, so ergiebt sich:

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |αeβγδ eαλ µ lα lακσασακ

}
= 0.

Nun ist, nach (68) und (79):

eαλ µ =
e
r

eαλ eαµeλ µ

eαeλ eµ

1
lα lλ lµ fαλ µ

,

eβγδ =
e
r

eακeαλ eαµeκλ eκµeλ µ

eαeκeλ eµ

1
lβ lγ lδ fβγδ

,

(da die Identität stattfindet:

eακeαλ eαµeκλ eκµeλ µ

eαeκeλ eµ

=
eβγeβδ eγδ

eβ eγeδ

)
,
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lα lακ =
f

rg2
gαgκ
lκeακ

,

folglich:

eβγδ eαλ µ lα lακ =
e2 f

r3g2l

e2
αλ

e2
αµe2

λ µ
eκλ eκµ

e2
αe2

λ
e2

µeκ

gαgκ
fαλ µ fβλδ

.

Ferner ist, nach (73) und (75):

e2
αλ

e2
αµe2

λ µ

e2
αe2

λ
e2

µ

=
g9

f 6

fαλ fαµ fλ µ

fα fλ fµgαgλ gµ

,

und dieses ist, wie aus der Identität (55) hervorgeht:

=
g9

f 7

fαλ µ fβγδ fγδκ fδβκ fβγκ
gαgλ gµ

.

Mithin ist:

eαλ µeβγδ lα lακ =
e2g7gκeκλ eκµ

r3l f 6eκgλ gµ

fγδκ fδβκ fβγκ.

Wenn wir diesen Werth des Coefficienten in die Gleichung einsetzen, den gemeinsamen
Factor aller Glieder aber fortlassen, so erhalten wir:

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκσασακ

}
= 0.

II. Wir setzen ferner:

k = κ, l = λ , m = λ µν .

Dann ergiebt die Hauptgleichung, da wiederum ckl = 0 ist:

7

∑
a=0

[
(−1)(κα,λα,λ µνα)cακµνcαλ µν Θακ Θαλ

]
= 0.

Hier fallen diejenigen Glieder fort, welche sich auf die Indices κ, λ , µ , ν beziehen. Nennen
wir die drei übrigen α , β , γ , so ist demnach:

∑
α,β ,γ

[
(−1)(κα,λα,λ µνα)cακµνcαλ µν Θακ Θαλ

]
+(−1)(κ,λ ,λ µν)cκµνcλ µν Θκ Θλ = 0.

Es ist nun zunächst

(κ, λ , λ µν) = (αβγλ µν , αβγκµν , αβγκ);
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daher:
K = αβγκ = λ µν , L = αβγ = κλ µν , M = αβγµν = κλ ;

mithin:
(κ, λ , λ µν) = λ µν | κ +κ | λ +κ | λ µν ,

und dies ist ≡ λ | κ mod 2.
Bei der Bildung von (κα, λα, λ µνα) ist K = λα , L = α , M = α; mithin

(κα, λα, λ µνα) = λα | κα +λ µν | λα +λ | λ µνα.

Durch Zerlegung finden wir

λα | κα ≡ λ | κ +λ | α +α | κ +α | α,

λ µν | λα ≡ λ µν | λ +λ µν | α,

λ | λ µνα ≡ λ | λ µν +λ | α;

mithin, da λ µν | λ +λ | λ µν ≡ 0 mod 2 ist:

(κα, λα, λ µνα)≡ λ | κ +α | α +α | κ +λ µν | α.

Dies ist congruent 1+λ | κ +ακλ µν | α; somit ergiebt sich:

∑
α,β ,γ

[
(−1)ακλ µν |αcακµνcαλ µν Θακ Θαλ

]
= cκµνcλ µν Θκ Θλ .

Diese Gleichung lässt sich, ähnlich wie die vorige, in folgender Form schreiben:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αcβγλ cβγκ Θακ Θαλ

}
= cκµνcλ µν Θκ Θλ ;

oder, wenn wir die Grössen σ einführen:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α eβγλ eβγκlακlαλ

eκµνeλ µν lκlλ
σακσαλ

}
= σκσλ .

Nun sind noch die Coefficienten in einfacherer Form darzustellen. Nach (68) ist:

eβγλ =
e
r

eακeαµeανeκµeκνeµν

eαeκeµeν

1
lβ lγ lλ fβγλ

,

eκµν =
e
r

eκµeκνeµν

eκeµeν

1
lκlµ lν fκµν

;
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daher:
eβγλ

eκµν

=
eακeαµeαν

eα

lκlµ lν fκµν

lβ lγ lλ fβγλ

.

Ebenso ist:

eβγκ
eλ µν

=
eαλ eαµeαν

eα

lλ lµ lν
lβ lγ lκ

fλ µν

fβγκ
.

Endlich folgt aus (79):
lακlαλ

lκlλ
=

f 2

r2g4
g2

αgκgλ

l2
α l2

κl2
λ

eακeαλ

.

Die Multiplication dieser drei Gleichungen ergiebt:

eβγλ eβγκlακlαλ

eκµνeλ µν lκlλ
=

f 2

r2g4

e2
αµe2

αν

e2
α

l2
µ l2

νg2
αgκgλ fκµν fλ µν

l2
α l2

β
l2
γ l2

κl2
λ

fβγκ fβγλ

.

Nun ist

l2
µ l2

ν

l2
α l2

β
l2
γ l2

κl2
λ

=
l4
µ l4

ν

l2 =
r2g2

fµ fνg3
µg3

ν

,

e2
αµe2

αν

e2
α

=
g
f

g2
µg2

ν

gα

fαµ fαν

fα

;

dadurch geht der vorstehende Ausdruck über in:

f
g

gαgκgλ

gµgν

fαµ fαν fκµν fλ µν

fα fµ fν fβγκ fβγλ

.

Hier wenden wir wieder die Formel an:

f fαµ fαν fµν

fα fµ fν

= fαµν fβγκ fβγλ fβκλ fγκλ .

Dadurch wird

eβγλ eβγκlακlαλ

eκµνeλ µν lκlλ
=

gαgκgλ

ggµgν

fκµν fλ µν fαµν fβκλ fγκλ

fµν

,

oder, da

fµν = fκµν fλ µν fαµν fβ µν fγµν ,

g = gαgκgλ gµgνgβ gγ
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ist:
eβγλ eβγκlακlαλ

eκµνeλ µν lκlλ
=

1
gβ gγg2

µg2
ν

fβκλ fγκλ

fβ µν fγµν

.

Nachdem auf diese Weise die Ausdrücke der Coefficienten transformirt sind, nimmt unsere
Gleichung folgende Form an:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβκλ fγκλ

fβ µν fγµν

σακσαλ

gβ gγg2
µg2

ν

}
= σκσλ .

III. Eine dritte Relation zwischen den ungraden σ erhalten wir, indem wir setzen:

k = δ , l = κλ µδ , m = κδ .

Dann ergiebt sich:

c0cκλ µ Θκ Θλ µ =
7

∑
α=0

[
(−1)(δα,κλ µδα,κδα)cλ µδαcκδα Θδα Θκλ µδα

]
.

Hier verschwinden die Coefficienten für die Werthe 0, κ, λ , µ, δ des Summations-Index
α . Diese Gleichung nimmt deshalb, wenn wir durch α, β , γ die drei von κ, λ , µ, δ ver-
schiedenen primitiven Indices bezeichnen, die Form an:

c0cκλ µ Θκ Θλ µ = S
α,β ,γ

{
(−1)(δα,κλ µδα,κδα)cλ µδαcκδα Θδα Θκλ µδα

}
,

oder, da κ λ µ δ α = β γ ist:

c0cκλ µ Θκ Θλ µ = S
α,β ,γ

{
(−1)(δα,βγ,κδα)cκβγcκαδ Θβγ Θαδ

}
.

Nun ist
(δα, βγ, κδα) = (δα, βγ, λ µβγ).

Bilden wir hier wieder die grössten gemeinsamen Theiler der Indices k = δα, l = βγ, m =
λ µβγ , so erhalten wir:

K = βγ, L = 0, M = 0;

es ist also
(δα, βγ, κδα) = βγ | δα +κδα | βγ +βγ | κδα,

und dies ist ≡ βγ | δα mod 2, da von den drei Indices κδα , βγ , κδαβγ zwei ungrade
sind, der dritte grade. Wir erhalten demnach:

c0cκλ µ Θκ Θλ µ = S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ cκβγcκαδ Θβγ Θαδ

}
,
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oder:
eκλ µ lκlλ µσκσλ µ = S

α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ eκβγeκαδ lβγ lαδ σβγσαδ

}
.

Nun haben wir den Coefficienten:

Q =
eκβγeκαδ lβγ lαδ

eκλ µ lκlλ µ

umzuformen. Wir bilden zunächst:

q =
eκβγ lβγ

lκ
.

Es ist nach den Formeln (68) und (79) des ersten Theils:

eκβγ =
eeκβ eκγeβγ

reκeβ eγ lκlβ lγ fκβγ

, lβγ =
f gβ gγ

rg2lβ lγeβγ

;

daher:

q =
f eeκβ eκγgβ gγ

r2g2eκeβ eγ l2
κl2

β
l2
γ fκβγ

.

Nun ist nach (69)
eκl2

κ =−r4l2gκ;

Daher:
eκeβ eγ l2

κl2
β

l2
γ =−r12l6gκgβ gγ ,

mithin:

q =
− f eeκβ eκγ

r14l6g2gκ fκβγ

.

Nach (71) und (72) ist aber:

−e =
f 4

g5 , r14l6 =
f 6

g8 ;

folglich:

q =
g
f

eκβ eκγ

gκ fκβγ

.

Da nun

Q =
eκβγ lβγ

lκ
· eκαδ lαδ

lκ
· lκ

eκλ µ lλ µ

ist, so erhalten wir:

Q =
g
f

eκβ eκγeκαeκδ

gκeκλ eκµ

·
fκλ µ

fκβγ fκαδ

·
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Es ist aber:

eκβ eκγeκαeκδ eκλ eκµ = e2
κ =

f 3

g5 fκg5
κ,

e2
κλ

e2
κµ =

f 2

g4 g4
κg2

λ
g2

µ fκλ fκµ ;

mithin ergiebt sich:

Q =
fκ fκλ µ

g2
λ

g2
µ fκλ fκµ fκβγ fκαδ

.

Nun ist, wenn wir die Producte fκ, fκλ , fκµ auflösen:

fκ fκλ µ

fκλ fκµ

= fκαβ fκαγ fκαδ fκβγ fκβδ fκγδ ;

folglich erhalten wir:

Q =
fκγα fκβδ fκαβ fκγδ

g2
λ

g2
µ

.

Durch diese Umformung der Coefficienten nimmt die aufgestellte Gleichung folgende
Gestalt an:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fκγα fκβδ fκαβ fκγδ σβγσαδ

}
= g2

λ
g2

µσκσλ µ .

Dadurch ist jetzt folgendes System von Relationen gefunden:

(4)



(A) S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκσασακ

}
= 0,

(B) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβκλ fγκλ

fβ µν fγµν

σακσαλ

gβ gγg2
µg2

ν

}
= σκσλ ,

(C) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fκγα fκβδ fκαβ fκγδ σβγσαδ

}
= g2

λ
g2

µσκσλ µ .

§ 3.

Wir gehen aus von der ersten Gleichung dieses Systems. Das Product σκσλ σκλ be-
zeichnen wir durch ϕκλ :

σκσλ σκλ = ϕκλ (κ ≶ λ ).

Die Gleichung (A) zeigt dann, dass zwischen den vier Grössen ϕακ, ϕβκ, ϕγκ, ϕδκ
eine lineare Gleichung

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκϕακ

}
= 0
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besteht. Hieraus folgt, dass sich die 21 Grössen ϕκλ durch sechs unter ihnen linear dar-
stellen lassen. Denn es lässt sich ϕ15, ϕ16, ϕ17 durch ϕ12, ϕ13, ϕ14; ϕ25, ϕ26, ϕ27 durch
ϕ12, ϕ23, ϕ24; und ϕ35, ϕ36, ϕ37 durch ϕ13, ϕ23, ϕ34 darstellen; endlich ϕ56, ϕ57, ϕ67 durch
die schon dargestellten ausdrücken; so dass schliesslich alle ϕκλ lineare Functionen von
ϕ12, ϕ13, ϕ14, ϕ23, ϕ24, ϕ34 werden. Um aber die Symmetrie zu wahren, wollen wir die 21
Grössen ϕκλ durch sechs neue Grössen, die von den Indices unabhängig sind, ausdrücken.

Wenn wir eine quadratische Form aufstellen:

ξ
2L11 +2ξ ηL12 +2ξ ζ L13 +η

2L22 +2ηζ L23 +ζ
2L33,

und in dieser für ξ , η , ζ die gemeinsamen Werthsysteme der beiden Gleichungen aκξ +
bκη + cκζ = 0, aλ ξ +bλ η + cλ ζ = 0 einsetzen:

ξ = bκcλ − cκbλ , η = cκaλ −aκcλ , ζ = aκbλ −bκaλ ,

so lässt sich zeigen, dass zwischen den 21 Ausdrücken Φκλ , welche wir so erhalten, diesel-
ben Gleichungen bestehen, wie zwischen den Grössen ϕκλ . Zu diesem Zweck bilden wir
die Summe

S = S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκΦακ

}
und betrachten in dieser aδ , bδ , cδ als veränderliche Grössen, die übrigen Parameter da-
gegen und die Grössen L als Constanten. Setzen wir dann aδ = aα , bδ = bα , cδ = cα , so
verschwindet der Factor

fδακ = (−1)δ |ακ+α|κ

∣∣∣∣∣∣
aδ bδ cδ

aα bα cα

aκ bκ cκ

∣∣∣∣∣∣
des zweiten und dritten Gliedes; die vorgelegte Summe reducirt sich daher auf folgende:

S = (−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκΦακ +(−1)αβγ|δ fβγκ fγακ fαβκΦδκ.

Nun ist, unter der gemachten Voraussetzung:

fγδκ = (−1)αδ |γκ fγακ, fδβκ = (−1)αδ |βκ fαβκ,

Φακ = Φδκ;

es ist also

S = ((−1)βγδ |α+αδ |γκ+αδ |βκ +(−1)αβγ|δ ) fβγκ fγακ fαβκΦδκ.

Nun ist aber
βγδ | α +αδ | γκ +αδ | βκ ≡ 1+αβγ | δ mod 2;
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folglich ist S = 0. – Ebenso lässt sich zeigen, dass S verschwindet, wenn (aδ , bδ , cδ ) =
(aβ , bβ , cβ ) oder = (aγ , bγ , cγ) gesetzt wird. Endlich ist offenbar, dass jedes Glied von S,
und zwar von der zweiten Ordnung, verschwindet, wenn (aδ , bδ , cδ ) = (aκ, bκ, cκ) gesetzt
wird. Nun ist aber S eine homogene quadratische Function von (aδ , bδ , cδ ); da diese an
einer Stelle von der zweiten Ordnung, und ausserdem an drei andern unabhängigen Stellen
verschwindet, so muss sie identisch gleich Null sein. Damit ist der ausgesprochene Satz
bewiesen.

Daraus folgt nun, dass alle 21 Grössen Φκλ dieselben Functionen von Φ12, Φ13 · · ·Φ34
sind, wie ϕκλ von ϕ12, ϕ13 · · ·ϕ34. Daraus geht hervor, dass, wenn wir die sechs Grössen L
so bestimmen, dass die sechs linearen Gleichungen

ϕ12 = Φ12; ϕ13 = Φ13 · · · , ϕ34 = Φ34

erfüllt werden, allgemein ϕκλ = Φκλ ist. Auf diese Weise sind also die 21 Grössen ϕκλ =
σκσλ σκλ in folgender Form dargestellt:

(5)

{
ϕκλ = ξ

2L11 +2ξ ηL12 +2ξ ζ L13 +η
2L22 +2ηζ L23 +ζ

2L33

ξ = bκcλ − cκbλ , η = cκaλ −aκcλ , ζ = aκbλ −bκaλ .

§ 4.

Wir führen nun eine Anzahl neuer Bezeichnungen ein. Das Product aller sieben Grössen
σ1, σ2 · · ·σ7, bezeichnen wir durch ω̃; ferner das Product von σκλ in diejenigen fünf der
Grössen σ1, σ2 · · ·σ7, deren Indices von κ und λ verschieden sind, mit χκλ ; endlich das
Product von ω̃ in das Quadrat irgend einer der 28 ungraden σ -Functionen ω̃σ2

m mit ψm.
Danach ist:

(6)



ω̃ = σ1σ2σ3σ4σ5σ6σ7

ϕκλ = σκσλ σκλ

χκλ = σασβ σγσµσνσκλ =
ω̃σκλ

σκσλ

ψm = ω̃σ
2
m.

Es ist dann ϕκλ ein Product dreier, χκλ ein Product von sechs, ψm von neun σ -Functionen,
und es ist offenbar

ψκλ = ϕκλ χκλ .

Wenn wir diese Ausdrücke in die zweite und dritte der Gleichungen (3) einführen, so
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erhalten wir:

(7)



(A) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fκγα fκβδ fκαβ fκγδ ϕβγϕαδ

}
= g2

λ
g2

µ χλ µ ,

(B) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβκλ fγκλ ϕακχαλ

gβ gγg2
µg2

ν fβ µν fγµν

}
= ψκ,

(C) ϕκλ χκλ = ψκλ .

Die erste dieser Gleichungen wird aus der letzten Formel des Systems (3) gewonnen,

indem man dieselbe mit σασβ σγσδ multiplicirt, die zweite, indem man (B) mit
ω̃σκ
σλ

multiplicirt. Diese Formeln lassen sich nun in folgender Weise auffassen. Durch die Glei-
chung (5) sind die Grössen ϕ dargestellt als homogene lineare Functionen der sechs Grös-
sen L. Setzen wir diese Ausdrücke in (A) ein, so verwandelt sich χλ µ in eine homogene
quadratische Function derselben Grössen; die beiden letzten Gleichungen zeigen dann, dass
ψκ, ψκλ kubische Functionen dieser Grössen sind. Wenn wir dies festhalten, so zeigen
die Gleichungen (6), dass nicht nur das Quadrat jedes Quotienten zweier ungeraden σ -
Functionen, sondern auch allgemein jedes Product beliebig vieler solcher Quotienten

σa

σb
,

σa′

σb′
,

σa′′

σb′′
etc., wenn nur der Gesammt-Index desselben aba′b′ a′′b′′ · · · gleich dem Index 0

ist, sich als eine rationale Function der Verhältnisse der Grössen L darstellen lässt. Weiter
aber zeigen diese Formeln, dass zwischen den sechs Grössen L eine grosse Anzahl homo-
gener Gleichungen, sämmtlich von der sechsten Ordnung, besteht. Denn aus der zweiten
und dritten der Gleichungen (6) folgt:

ϕβλ

χβλ

=
σ2

β
σ2

λ

ω̃
;

daher ist:
ϕβλ

χβλ

ψκ = σ
2
β

σ
2
κσ

2
λ

=
ϕβκ
χβκ

ψλ ,

ϕβλ

χβλ

ϕακ
χακ

=
σ2

β
σ2

λ
σ2

ασ2
κ

ω̃2 =
ϕβκ
χβκ

ϕαλ

χαλ

;

ϕαβ

χαβ

ϕγδ

χγδ

ϕλ µ

χλ µ

=
σ2

ασ2
β

σ2
γ σ2

δ
σ2

λ
σ2

µ

ω̃3 =
1

ω̃σ2
κ

=
1

ψκ
;

daher ist, für beliebige Indices:

(8)


ϕβλ χβκψκ = ϕβκχβλ ψλ ,

ϕακϕβλ χαλ χβκ = ϕαλ ϕβκχακχβλ ,

ϕαβ ϕγδ ϕλ µψκ = χαβ χγδ χλ µ ;
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und alles dieses sind, wenn wir für die Grössen ϕ , χ , ψ ihre Ausdrücke durch die L einge-
setzt denken, homogene Gleichungen sechster Ordnung zwischen den Grössen L. Freilich
können nur zwei von diesen Gleichungen unabhängig von einander sein; die übrigen müs-
sen sich als Folgerungen derselben ergeben.

§ 5.

Wir brechen jetzt diese allgemeinere Betrachtung ab, um zu untersuchen, was aus den
Ausdrücken ϕ , χ , ψ wird, wenn wir durch eine gleich anzugebende willkürliche Relation
unter den Grössen L die Veränderlichkeit der Argumente beschränken.

I. ϕκλ ist nach der Gleichung (5) durch eine quadratische Form dargestellt. Wir set-
zen die Determinante derselben gleich Null:

(9)

∣∣∣∣∣∣
L11 L12 L13
L21 L22 L23
L31 L32 L33

∣∣∣∣∣∣= 0.

Alsdann zerfällt die quadratische Form in ein Product zweier Linearfactoren:

ϕκλ = (ξ x+ηy+ζ z)(ξ x′+ηy′+ζ z′);

oder, wenn wir für ξ , η , ζ die Werthe dieser Grössen einsetzen:

ϕκλ =

∣∣∣∣∣∣
x y z

aκ bκ cκ
aλ bλ cλ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

x′ y′ z′

aκ bκ cκ
aλ bλ cλ

∣∣∣∣∣∣ .
Wir multipliciren die einzelnen Factoren, um sie in Bezug auf κ, λ symmetrisch zu

machen, mit dem alternirenden Vorzeichen (−1)κ|λ , und bezeichnen

(−1)κ|λ

∣∣∣∣∣∣
x y z

aκ bκ cκ
aλ bλ cλ

∣∣∣∣∣∣ durch F(x, y, z)κλ .

Alsdann ist

(10) ϕκλ = F(x, y, z)κλ F(x′, y′, z′)κλ .

Wir können uns (x, y, x) als die homogenen Coordinaten eines veränderlichen Punktes
in einer Ebene, (a1, b1, c1) · · ·(a7 b7 c7) als die von 7 festen Punkten vorstellen, und diese
Punkte selbst durch die Zahlen 1, 2 · · ·7 bezeichnen. F(x, y, z)κλ = 0 ist dann die Gleichung
derjenigen Graden, welche durch die beiden Punkte κ, λ hindurchgeht. Dadurch ist diese
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Function charakterisirt, wenn ausserdem noch der Werth von F(x, y, x)κλ in einem dritten
Punkte µ gegeben ist. Fκλ ist also bestimmt durch die Eigenschaften:

(11)

{
Fκλ = 0 in den Punkten κ, λ ,

= (−1)µ|κλ fµκλ im Punkte µ.

II. Setzt man in der ersten der Gleichungen (7) für die Grössen ϕ die eben gefundenen
Ausdrücke, wobei der Kürze wegen Fβγ für F(x, y, z)βγ , F ′

βγ
für F(x′, y′, z′)βγ geschrieben

werden soll, so erhält man:

g2
λ

g2
µ χλ µ = S

α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fκγα fκβδ fκαβ fκγδ FβγFαδ F ′

βγ
F ′

αδ

}
.

Hierdurch ist, wenn wir (x′, y′, z′) als constant auffassen, χλ µ definirt als eine homogene
quadratische Function von (x, y, z), die offenbar an den vier Punkten α , β , γ , δ verschwin-
det. Sie verschwindet aber auch im Punkte κ. Denn in diesem wird nach (11):

FβγFαδ = (−1)κ|αβγδ fκβγ fκαδ ;

der Ausdruck auf der rechten Seite geht daher über in:

(−1)κ|αβγδ fκγα fκβδ fκαβ fκγδ fκβγ fκαδ S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ F ′

βγ
F ′

αδ

}
.

Wir betrachten nun den letzten Factor dieses Products. Vertauschen wir (x′, y′, z′) mit
(aδ , bδ , cδ ), so geht

F ′
βγ

in (−1)βγ|δ fδβγ , F ′
αδ

in −F ′
αδ

über; daher der Summenausdruck in:

− S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fδβγF ′

αδ

}
.

Von dieser Summe, die eine lineare Function von x′, y′, z′ darstellt, ist zu zeigen, dass
sie identisch verschwindet. Dazu ist nur nöthig, zu zeigen, dass sie in den drei Punkten
α , β , γ verschwindet. Dies aber geht unmittelbar aus (11) hervor. Denn setzen wir z. B.
(x′, y′, z′) = (aγ , bγ , cγ), so wird

F ′
αδ

= (−1)γ|αδ fδγα , F ′
βδ

= (−1)γ|βδ fβδγ , F ′
γδ

= 0;

daher:

(−1)βγ|α fδβγF ′
αδ

= (−1)β |α+γ|δ fδβγ fδγα ,

(−1)γβ |α fδγαF ′
βδ

= (−1)α|β+γ|δ fδβγ fδγα ,

(−1)αβ |γ fδαβ F ′
γδ

= 0.
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Somit muss diese Summe, und auch die ursprüngliche identisch Null sein. Es gelten also
die beiden Relationen:

(a) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγκFακ

}
= 0,

(b) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ FβγFαδ

}
= 0.

Aus der letzten Gleichung folgt nun, dass die quadratische Function, durch welche χλ µ

dargestellt ist, ausser an den Punkten α , β , γ , δ auch noch im Punkte κ verschwindet.
Dadurch ist aber χλ µ bis auf einen von x, y, z unabhängigen Factor bestimmt; und da χλ µ

symmetrisch ist in Bezug auf beide Werthsysteme, so folgt, dass χλ µ , ebenso wie ϕλ µ ,
in zwei Factoren zerfällt, von denen der eine nur x, y, z, der andere nur x′, y′, z′ enthält.
Diese Zerlegung nun lässt sich mit Hülfe der gefundenen Formel wirklich ausführen. Wir
bezeichnen für den Augenblick die Producte

FβγFαδ , FγαFβδ , Fαβ Fγδ durch P1, P2, P3,

F ′
βγ

F ′
αδ

etc. durch P′1, P′2, P′3,

fκβγ fκαδ etc. durch p1, p2, p3,

und die Vorzeichen

(−1)βγ|αδ , (−1)γα|βδ , (−1)αβ |γδ durch ε1, ε2, ε3.

Es ist dann offenbar:

g2
λ

g2
µ χλ µ = ε1 p2 p3P1P′1 + ε2 p3 p1P2P′2 + ε3 p1 p2P3P′3,

ε1P1 + ε2P2 + ε3P3 = 0,

ε1P′1 + ε2P′2 + ε3P′3 = 0,

ε1 p1 + ε2 p2 + ε3 p3 = 0,

ε1ε2ε3 =−1.

Die vorletzte Gleichung wird aus (b) dadurch erhalten, dass man (x, y, z) = (aκ, bκ, cκ)
setzt. Wir eliminiren nun die Grössen P3, P′3, p3. Dadurch geht der Ausdruck von g2

λ
g2

µ χλ µ

über in folgenden:

g2
λ

g2
µ χλ µ = p2

2P1P′1 + p2
1P2P′2− p1 p2(P1P′2 +P2P′1)

= (p2P1− p1P2)(p2P′1− p1P′2).
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Wir bezeichnen nun die Function zweiten Grades

(−1)α|β+δ |γ p2P1− p1P2

gλ gµ

durch G(x, y, z).

Alsdann ist
χλ µ = G(x, y, z)G(x′, y′, z′).

Diese Function zweiten Grades G(x, y, z) hat, wie wir bewiesen haben, die Eigenschaft, an
den fünf von λ , µ verschiedenen Punkten zu verschwinden. Im Punkte λ selbst ist, wie aus
(11) hervorgeht:

P1 = (−1)λ |αβγδ fλβγ fλαδ , P2 = (−1)λ |αβγδ fλγα fλβδ ;

daher erhalten wir:

fκγα fκβδ fλβγ fλαδ − fκβγ fκαδ fλγα fλβδ

= (−1)λ |κλ µ+α|β+δ |γgλ gµG(aλ , bλ , cλ ).

Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber, wie aus (2) folgt,

= (−1)α|β+δ |γ+λ |κgµ ;

mithin ist:

G(aλ ,bλ ,cλ ) =
(−1)λ |λ µ

gλ

.

Ebenso ist:

G(aµ ,bµ ,cµ) =
(−1)µ|λ µ

gµ

.

Die Function G(x, y, z) ist auf diese Weise charakterisirt durch sieben Bedingungen.
Diese sind symmetrisch nach den beiden Indices λ , µ einerseits, und den davon verschie-
denen α , β , γ , δ , κ andrerseits. Daher können wir diese Function durch G(x, y, z)λ µ be-
zeichnen. Demnach erhalten wir:

(12) χλ µ = G(x, y, z)λ µ G(x′, y′, z′)λ µ ,

wo die Function Gλ µ definirt ist durch die Gleichung:

(c) (−1)α|β+δ |γ( fκγα fκβγFβγFαδ − fκβγ fκαδ FγαFβδ ) = gλ gµGλ µ ,

und auch durch die Eigenschaften:

(13)


Gλ µ = 0 in den Punkten α, β , γ, δ , κ,

=
(−1)λ |λ µ

gλ

im Punkte λ .
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Zu den beiden Gleichungen (b) und (c) wollen wir noch zwei verwandte hinzufügen.
Es stellen nämlich die sechs Grössen

Gλ µ , Gµκ, Gκλ , FβγFαδ , FγαFβδ , Fαβ Fγδ

sämmtlich Functionen zweiter Ordnung dar, die in den vier Punkten α , β , γ , δ verschwin-
den. Zwischen je drei derselben muss daher eine lineare Gleichung stattfinden. Es muss
daher auch FβγFαδ linear durch Gκµ , Gλ µ ausdrückbar sein, und endlich zwischen Gλ µ ,
Gκµ , Gκλ eine lineare Gleichung bestehen. Um die Coefficienten der Gleichung

FβγFαδ = AGκµ +BGκλ

zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) = (aµ , bµ , cµ); dann wird

FβγFαδ = (−1)µ|βγαδ fµβγ fµαδ , Gκµ =
(−1)µ|κµ

gµ

, Gκλ = 0;

daher ist:
A = (−1)µ|βγαδκµgµ fµβγ fµαδ = (−1)µ|λ gµ fµβγ fµαδ .

Ebenso ist
B = (−1)λ |µgλ fλβγ fλαδ ;

wir erhalten daher:

(d) FβγFαδ = (−1)λ |µ(gλ fλβγ fλαδ Gκλ −gµ fµβγ fµαδ Gκµ).

Ebenso werden die Coefficienten der Gleichung

AGλ µ +BGµκ +CGκλ = 0

bestimmt; für (x, y, z) = (aµ , bµ , cµ) geht dieselbe über in:

(−1)µ|λ µ A
gµ

+(−1)µ|µκ B
gµ

= 0;

wir können deshalb setzen:

A = (−1)λ µ|κ, B = (−1)µκ|λ , C = (−1)κλ |µ ;

so dass die Formel die Gestalt annimmt:

(e) (−1)λ µ|κGλ µ +(−1)µκ|λ Gµκ +(−1)κλ |µGκλ = 0.
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Durch die vier Identitäten b, c, d, e ist die Form der Relationen zwischen den aufge-
stellten sechs Grössen vollständig festgestellt, ebenso wie durch die Gleichung (a) die Form
derjenigen Relationen, welche zwischen

Fακ, Fβκ, Fγκ, Fδκ, Fλκ, Fµκ

bestehen.
III. Wir setzen jetzt die für die 56 Grössen ϕκλ , χκλ gefundenen Werthe in den

Ausdruck von ψκ ein:

ψκ = S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβκλ fγκλ FακGαλ F ′ακG′

αλ

gβ gγg2
µg2

ν fβ µν fγµν

}
.

Fassen wir diesen Ausdruck auf als abhängig von (x, y, z) allein, indem wir x′, y′, z′ als
Constanten betrachten, so stellt er eine homogene Function dritter Ordnung dar. Fassen wir
irgend eine der Grössen auf, aus denen die Summe zusammengesetzt ist, z. B. FακGαλ ,
so sehen wir, dass diese an den Punkten α , β , γ , µ , ν von der ersten, an der Stelle κ aber
von der zweiten Ordnung verschwindet. Denn an der Stelle κ verschwindet Fακ und Gαλ ,
an der Stelle α: Fακ, und an den Stellen β , γ , µ , ν : Gαλ . Diese Eigenschaften sind allen
drei Gliedern der Summe gemeinsam, und übertragen sich also auf den ganzen Ausdruck.
Ausserdem aber ist zu zeigen, dass der ganze Ausdruck auch an der Stelle λ verschwindet.
An dieser wird:

Fακ = (−1)λ |ακ fακλ , Gαλ =
(−1)λ |αλ

gλ

;

daher:

ψκ = S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α+λ |κλ

fακλ fβκλ fγκλ F ′ακG′
αλ

gβ gγgλ g2
µg2

ν fβ µν fγµν

}
.

Das Verlangte wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass die Identität

(f) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgα fαµνFακGαλ

}
stattfindet. Nun ist nach der Formel (f) = 0:

fβ µν fγκνFβκFγµ − fγµν fβκνFβ µFγκ = (−1)β |γ+κ|µgαgλ Gαλ .

Diese Gleichung multipliciren wir mit fαµνFακ und vertauschen dann die Indices
α, β , γ cyklisch. Wir können hierbei (−1)β |γ durch ε(−1)βγ|α ersetzen; der Werth des
Zeichens ε ist dann alternirend in Bezug auf α , β , γ und bleibt deshalb bei cyklischer
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Vertauschung dieser Indices ungeändert. Wir bekommen so drei Gleichungen; die erste
derselben ist:

fαµνFακ fβ µνFβκ fγκνFγµ − fγµνFγκ fαµνFακ fβκνFβ µ

= (−1)κ|µ
εgλ (−1)βγ|αgα fαµνFακGαλ .

Bilden wir die Summe dieser drei Gleichungen, so ergiebt sich offenbar auf der linken Seite
Null, während auf der rechten derselbe Ausdruck erscheint, welcher in der Gleichung (f)
vorkommt, nur mit einer Constanten multiplicirt. Damit ist die Gleichung (f) bewiesen.

Setzen wir nun in derselben (x, y, z) = (aλ , bλ , cλ ), so erhalten wir noch die Parame-
ter-Gleichung:

(f′) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgα fακλ fαµν

}
= 0.

Hieraus geht nicht nur hervor, dass ψκ, ebenso wie die früher behandelten Ausdrücke,
in zwei Factoren zerfallen muss, sondern es lässt sich auch diese Zerlegung direct ausfüh-
ren. Wir führen folgende Abkürzungen ein. Es mögen

FακGαλ

fακλ

,
FβκGβλ

fβκλ

,
FγκGγλ

fγκλ

durch Mα , Mβ , Mγ ; die entsprechenden Functionen von (x′, y′, z′) durch M′α , M′
β

, M′γ ; die
Grössen

gα fακλ fαµν , gβ fβκλ fβ µν , gγ fγκλ fγµν

durch mα , mβ , mγ bezeichnet werden; endlich die Vorzeichen

(−1)βγ|α , (−1)γα|β , (−1)αβ |γ durch εα , εβ , εγ .

Es ist dann:

ψκ =
fακλ fβκλ fγκλ (εαmαMαM′α + · · ·+ εγmγMγM′γ)

fαµν fβ µν fγµνgαgβ gγg2
µg2

ν

,

εαεβ εγ =−1,

und, nach den Formeln (f, f′):

εαmαMα + εβ mβ Mβ + εγmγMγ = 0,

εαmαM′α + εβ mβ M′
β

+ εγmγM′γ = 0,

εαmα + εβ mβ + εγmγ = 0.
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Die drei letzten Gleichungen benutzen wir dazu, um in dem Ausdruck

εαmαMαM′α + εβ mβ Mβ M′
β

+ εγmγMγM′γ = M

die Grössen mγ , Mγ , M′γ zu eliminiren. Hierbei ergiebt sich:

εγmγM = (εαmαMα + εβ mβ Mβ )(εαmαM′α + εβ mβ M′
β
)

− (εαmα + εβ mβ )(εαmαMαM′α + εβ mβ Mβ M′
β
)

= εγmαmβ (MαM′α +Mβ M′
β
−MαM′

β
−Mβ M′α);

daher:
M =

mαmβ

mγ

(Mα −Mβ )(M′α −M′
β
).

Setzen wir dies in den Ausdruck von ψκ ein, indem wir den Constanten mα , mβ , mγ ihre
Werthe beilegen, so erhalten wir:

ψκ =
f 2
γκλ

f 2
βκλ

(Mα −Mβ )(M′α −M′
β
)

f 2
γµνg2

γg2
µg2

ν

,

oder, wenn wir setzen:

(−1)β |α fακλ fβκλ (Mα −Mβ )
gγgµgν fγµν

= H(x, y, z),

ψκ = H(x, y, z)H(x′, y′, z′).

Dieser neu definirte Ausdruck

H(x, y, z) = (−1)β |α fβκλ FακGαλ − fακλ FβκGβλ

gγgµgν fγµν

ist nun eine kubische Function von (x, y, z), die an allen sieben Stellen verschwindet, an der
Stelle κ aber von der zweiten Ordnung. Er ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices γ ,
µ , ν einerseits und α , β andrerseits; es ist aber leicht zu sehen, dass sein Werth auch dann
ungeändert bleibt, wenn man α oder β mit γ , µ oder ν vertauscht. Denn vertauschen wir
z. B. α mit γ . Aus den Gleichungen

εαmαMα + εβ mβ Mβ + εγmγMγ = 0,

εαmα + εβ mβ + εγmγ = 0

folgt:
εαmα(Mα −Mβ )+ εγmγ(Mγ −Mβ ) = 0;
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daher:
Mα −Mβ = εβ

mγ

mα

(Mγ −Mβ ),

oder:
(−1)β |α(Mα −Mβ ) = (−1)β |γ mγ

mα

(Mγ −Mβ ).

Hieraus ergiebt sich:

H(x, y, z) = (−1)β |γ fγκλ fβκλ

gαgµgν fαµν

(Mγ −Mβ ).

Es bleibt also der Werth von H(x, y, z) ungeändert bei einer beliebigen Vertauschung
der Indices α, β , γ, µ, ν unter einander. Es muss aber gezeigt werden, dass dasselbe statt-
findet, auch wenn wir einen dieser Indices mit λ vertauschen. Zu diesem Zweck multipli-
ciren wir die Gleichung

fβκλ FακGαλ − fακλ FβκGβλ = (−1)β |αgγgµgν fγµνH

mit Fγν . Nach der Formel (d) ist dann

FακFγν = (−1)λ |µ(gλ fλακ fλγνGβλ −gµ fµακ fµγνGβ µ),

FβκFγν = (−1)λ |µ(gλ fλβκ fλγνGαλ −gµ fµβκ fµγνGαµ).

Wenn wir dies einsetzen, so heben sich die mit gλ multiplicirten Glieder gegenseitig auf,
und wir erhalten:

fβκλ fακµGαλ Gβ µ − fακλ fβκµGβλ Gαµ = (−1)β |α+µ|λ gγgνFγνH.

Diese Darstellung von H ist symmetrisch in Bezug auf λ und µ . Da wir demnach alle von
κ verschiedenen Indices in dem Ausdrucke der Function H(x, y, z) vertauschen können,
ohne ihren Werth zu ändern, so können wir diese Function dritter Ordnung bezeichnen
durch H(x, y, z)κ. Wir erhalten also:

(14) ψκ = H(x, y, z)κ H(x′, y′, z′)κ,

und wir können uns Hκ definirt denken durch jede der beiden Gleichungen:

(g) fβκλ FακGαλ − fακλ FβκGβλ = (−1)β |αgγgµgν fγµνHκ,

(g′) fβκλ fακµGαλ Gβ µ − fακλ fβκµGβλ Gαµ = (−1)β |α+µ|λ gγgνFγνHκ.
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Die Formeln (f) und (g) gehören zu einer neuen Gruppe von Identitäten. Die Functionen

FακGαλ , FβκGβλ , FγκGγλ , FµκGµλ , FνκGνλ , Hκ

sind sämmtlich von der dritten Ordnung, und verschwinden doppelt im Punkte κ, einfach in
den Punkten α , β , γ , µ , ν . Es müssen also auch hier lineare Relationen zwischen je dreien
dieser Grössen stattfinden. Die Form dieser Gleichungen wird durch (f) und (g) angegeben.

Wir setzen endlich

(15) F(x, y, z)κλ G(x, y, z)κλ = H(x, y, z)κλ ;

dann ist:
ψκλ = H(x, y, z)κλ H(x′, y′, z′)κλ ,

also allgemein, für alle 28 ungraden Indices:

(16) ψm = H(x, y, z)mH(x′, y′, z′)m.

Diese 28 Functionen Hm sind sämmtlich von der dritten Ordnung und haben die Ei-
genschaft gemeinsam, dass sie an den Punkten 1, 2 · · ·7 verschwinden. Während aber die
7 Functionen Hκ die besondere Eigenschaft haben, dass jede von ihnen an einem dieser
Punkte von der zweiten Ordnung verschwindet, so ist es den 21 übrigen eigenthümlich,
dass jede in eine Function zweiter Ordnung und eine lineare zerfällt.

§ 6.

Die im vorigen § hergeleiteten Gleichungen sind sämmtlich Identitäten, die in leicht
erkennbarem Zusammenhange mit den σ -Relationen stehen. Nicht identische Relationen
dagegen, also algebraische Beziehungen zwischen den Grössen x, y, z und x′, y′, z′ erhalten
wir, wenn wir die Ausdrücke ϕκλ = Fκλ F ′κλ

, χκλ = Gκλ G′κλ
, ψκ = HκH ′κ in die Glei-

chungen (8) einführen:

Fβλ GβκHκ ·F ′βλ
G′

βκH ′κ = FβκGβλ Hλ ·F ′βκG′
βλ

H ′
λ
,

FακFβλ Gαλ Gβκ ·F ′ακF ′
βλ

G′
αλ

G′
βκ = Fαλ FβκGακGβλ ·F ′αλ

F ′
βκG′ακG′

βλ
,

Fαβ Fγδ Fλ µHκ ·F ′αβ
F ′

γδ
F ′

λ µ
H ′κ = Gαβ Gγδ Gλ µ ·G′αβ

G′
γδ

G′
λ µ

.

Diese Gleichungen werden dadurch erfüllt, dass man einzeln:

(17)


Fβλ GβκHκ = FβκGβλ Hλ ,

FακFβλ Gαλ Gβκ = Fαλ FβκGακGβλ ,

Fαβ Fγδ Fλ µHκ = Gαβ Gγδ Gλ µ



Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 63

setzt, und dieselben Relationen zwischen den entsprechenden Functionen von x′, y′, z′ an-
nimmt. Zuerst lässt sich leicht zeigen, dass durch das Gleichungssystem (17) nur eine ein-
zige Beziehung zwischen x, y, z festgestellt wird. Vergleicht man nämlich die beiden For-
meln (c) und (g′) des vorigen Paragraphen mit einander, so erkennt man, dass zwischen den
drei Functionen Fαβ Fγδ , FβγFαδ , Gλ µ dieselbe Beziehung besteht, wie zwischen Gαβ Gγδ ,
GβγGαδ , Fλ µHκ:

AFαβ Fγδ +BFβγFαδ +CGλ µ = 0,

AGαβ Gγδ +BGβγGαδ +CFλ µHκ = 0.

Eliminirt man hier den Coefficienten A, so folgt:

B(Fαβ Fγδ GβγGαδ −FβγFαδ Gαβ Gγδ )

+C(Fαβ Fγδ Fλ µHκ−Gαβ Gγδ Gλ µ) = 0.

Dies ist eine Identität. Wir erkennen also, dass von den beiden Gleichungen

Fαβ Fγδ GβγGαδ = FβγFαδ Gαβ Gγδ ,

Fαβ Fγδ Fλ µHκ = Gαβ Gγδ Gλ µ

die eine nur eine identische Umformung der andern ist. Bezeichnen wir die dadurch fest-
gestellte Beziehung zwischen x, y, z durch

(18) L(x, y, z) = 0,

so lehrt die erste Form, dass diese Beziehung unabhängig ist von der Vertauschung der
Indices κ, λ , µ unter einander. Die zweite Form zeigt aber, dass man die Indices λ , µ mit
α , β und auch mit γ , δ vertauschen kann. Daher ist die Gleichung L = 0 völlig unabhängig
von der Vertauschung der Indices. Hiermit ist gezeigt, dass die zweite und dritte Formel des
Systems (17), auch wenn die Indices ganz beliebig angenommen werden, nur verschiedene
Formen einer einzigen Gleichung L = 0 geben. Aus der dritten folgt aber unmittelbar die
erste Formel. Denn da

Fαβ Fγδ Fλ µHκ = Gαβ Gγδ Gλ µ ,

Gαβ Gγδ Gλκ = Fαβ Fγδ FλκHµ

ist, so ist auch:
Fλ µGλκHκ = FλκGλ µHµ .

Man kann nun fragen: Ist dies die einzig mögliche Art, das Gleichungssystem (8) auf-
zulösen? Setzen wir

Fβλ GβκHκ = A, FβκGβλ Hλ = B,
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und nehmen an, dass die Gleichung L = 0 nicht erfüllt ist, so ist

A−B = L,

wo L eine von Null verschiedene Grösse bedeutet. Dieselbe Gleichung findet statt für die
entsprechenden Functionen von (x′, y′, z′):

A′−B′ = L′.

Multiplicirt man die erste mit B′, die zweite mit A, so erhält man:

AA′−BB′ = B′L+AL′.

Die linke Seite ist, nach dem Gleichungssystem (8), Null; daher:

F ′
βκG′

βλ
H ′

λ
L+Fβλ GβκHκL′ = 0.

Aus dem vorhin geführten Beweise geht hervor, dass die Grössen L und L′, wenn sie von
Null verschieden sind, sich nur um einen constanten Factor ändern, wenn die Indices ver-

tauscht werden. Ihr Quotient
L
L′

ist also jedenfalls eine von den Indices unabhängige Grös-
se. Dann aber zeigt die letzte Gleichung, dass der Quotient

G′
βλ

H ′
λ

Fβλ

vom Index λ ,
GβκHκ

F ′
βκ

vom Index κ unabhängig sein muss. Daraus folgt, dass wir setzen können:

H ′
β

H ′
λ

G′
βλ

= QFβλ , Hβ Hλ Gβλ = Q′F ′
βλ

,

wo Q und Q′ ebenfalls von den Indices unabhängige Grössen bedeuten. Dadurch ergiebt
sich

QLHβ +Q′L′H ′
β

= 0.

Es unterscheidet sich also H ′
β

von Hβ nur um einen Factor, welcher von dem Index β

unabhängig ist. Dieselbe Beziehung, wie zwischen H ′
β

und Hβ , muss auch zwischen H ′κλ

und Hκλ bestehen. Denn die 28 Grössen Hm sind sämmtlich Functionen dritter Ordnung,
welche 7 Nullpunkte gemeinsam haben; zwischen je 4 derselben muss also eine lineare
Gleichung bestehen. Es lässt sich demnach Hκλ linear durch Hα , Hβ , Hγ ausdrücken, und
H ′κλ

ist dieselbe Function von H ′α , H ′
β
, H ′γ . Ist also H ′α = qHα(α = 1, 2 · · ·7), so folgt
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hieraus, dass auch H ′κλ
= qHκλ ist. Nun haben wir die Gleichung: ω̃σ2

m = HmH ′m; es ist
also ω̃σ2

m = qH2
m, mithin

σm =
√

q
ω̃

Hm.

Dadurch erkennen wir, dass sich alle Grössen σm linear und homogen durch drei Grössen
ξ , η , ζ ausdrücken lassen müssen.

Eine solche Auflösung der Relationen zwischen den ungraden σ ist nun zwar wirklich
möglich. Denn wenn wir irgend eine dieser Relationen auffassen, und wir entwickeln in
derselben die Grössen σ nach den aufsteigenden Dimensionen der Argumente, so erkennt
man unmittelbar, dass dieselben Gleichungen, welche zwischen den σ bestehen, schon
zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen bestehen müssen. Wir erhalten also eine
Auflösung aller dieser Gleichungen, wenn wir setzen:

σm = amξ +bmη + cmζ ,

wo ξ , η , ζ willkürliche Grössen bedeuten. Die später zu entwickelnden Relationen zwi-
schen den graden und ungraden σ -Functionen zeigen aber, dass, wenn wir diese Lösung
aufrecht erhalten wollen, der Quotient je zweier graden σ gleich Eins, der Quotient eines
ungraden σ durch ein grades gleich Null angenommen werden muss; so dass alle 28 un-
graden σ -Functionen im Verhältniss zu den graden als unendlich klein angenommen wer-
den müssten. Deshalb ist diese Lösung zu verwerfen, und die in den beiden Gleichungen
L(x, y, z) = 0, L(x′, y′, z′) = 0 enthaltene die allein brauchbare.

§ 7.

Wir gehen nun dazu über, die in der Gleichung L = 0 ausgesprochene Beziehung zwi-
schen x, y, z genauer zu untersuchen. Zunächst lassen sich die Eigenschaften der Grössen
F , G, H, welche in dem System (17) ausgesprochen sind, durch eine merkwürdige Formel
darstellen. Aus der ersten Gleichung des Systems folgt nämlich

Hβ HκGβκ
Fβκ

=
Hβ Hλ Gβλ

Fβλ

.

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth beider Ausdrücke durch R, so ist leicht zu sehen,
dass diese Grösse R von den Indices völlig unabhängig sein muss. Wir bekommen also

(19) HκHλ Gκλ = RFκλ .

Multiplicirt man nun die drei Gleichungen

HαHβ Gαβ = RFαβ ,

HγHδ Gγδ = RFγδ ,

Hλ HµGλ µ = RFλ µ
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mit einander, und beachtet, dass nach der letzten Formel des Systems (17) Gαβ Gγδ Gλ µ =
Fαβ Fγδ Fλ µHκ ist, so ergiebt sich

(20) HαHβ HγHδ HκHλ Hµ = R3,

es ist also R gleich der dritten Wurzel aus dem Product aller 7 Grössen Hα . Umgekehrt ist
jede der Formeln (17) eine einfache Folge der beiden zuletzt aufgestellten.

Nehmen wir irgend eine Form der Gleichung L = 0, z. B. die folgende:

FακFβλ Gαλ Gβκ−Fαλ FβκGακGβλ = 0,

so ist unmittelbar ersichtlich, dass dieselbe eine Gleichung sechster Ordnung mit den 7
Doppelpunkten 1, 2 · · ·7 ist. Denn jedes der beiden Producte, aus denen L besteht, ver-
schwindet an jedem dieser Punkte von der zweiten Ordnung. Im Punkte α verschwinden
die Factoren Fακ und Gβκ des ersten Products, im Punkte β : Fβλ und Gαλ , im Punk-
te κ: Fακ und Gαλ , im Punkte λ : Fβλ und Gβκ, endlich in den drei übrigen γ, µ, ν :
Gαλ und Gβκ. Das entsprechende gilt von dem zweiten Product. Nach der bekannten
Formel ρ = 1

2(m− 1)(m− 2)− d, in der ρ den Rang (nach Riemann’s Bezeichnung das
Geschlecht), m die Ordnung, und d die Anzahl der Doppelpunkte der Curve bedeutet, ist
somit die Gleichung L = 0 vom Range 3.

Zu den Punkten 1, 2 · · ·7, welche dem durch die Gleichung L = 0 definirten algebrai-
schen Gebilde angehören, und doppelt zu zählen, also als Punktepaare aufzufassen sind,
kommen nun noch 21 andre Punktepaare. Die angenommene Form der Gleichung zeigt
nämlich, dass dieselbe befriedigt wird, wenn gleichzeitig

Fακ = 0, Gακ = 0

gesetzt wird. Die erste Gleichung ist die einer Graden, welche durch die beiden Doppel-
punkte α , κ, die zweite die eines Kegelschnitts, welcher durch die fünf übrigen hindurch-
geht. Das Punktepaar, welches beiden gemeinsam ist, bezeichnen wir durch den Index ακ.
Dadurch sind also 28 bevorzugte Punktepaare des Gebildes, den 28 ungraden Indices ent-
sprechend, definirt.

Wenn nun auch durch die Bedingung, dass die Punkte 1, 2 · · ·7 Doppelpunkte der Curve
sechster Ordnung L = 0 sein sollen, diese letztere noch nicht völlig bestimmt ist, so ist doch
klar, dass, wenn wir noch die Bedingung hinzufügen, dass die weiteren 21 Punktepaare
auf der Curve liegen sollen, nur eine Curve existiren kann, welche diesen Bedingungen
gehorcht. Es lässt sich nun die Gleichung L = 0 algebraisch weit einfacher definiren. Es sei
nämlich

F(ξ ,η ,ζ ) = Aξ
3 +Bξ

2
η +Cξ

2
ζ + · · ·+Kζ

3

eine homogene Function dritter Ordnung der drei unabhängigen Veränderlichen ξ , η , ζ ,
deren Coefficienten ebenfalls willkürliche Grössen sind. Stellt man die Bedingung, dass
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diese an den Stellen 1, 2 · · ·7 verschwindet, so erhält man 7 homogene Gleichungen

F(aα ,bα ,cα) = 0 (α = 1, 2 · · ·7)

zwischen den Coefficienten der Form. Verlangt man nun, dass die Function noch an einer
neuen Stelle: ξ = x, η = y, ζ = z verschwindet, und zwar von der zweiten Ordnung, so
treten zu diesen 7 Gleichungen noch drei neue hinzu:

∂

∂x
F(x, y, z) = 0,

∂

∂y
F(x, y, z) = 0,

∂

∂ z
F(x, y, z) = 0,

und es kann diesen 10 Bedingungen nur dann Genüge geleistet werden, wenn eine algebrai-
sche Beziehung zwischen den Grössen x, y, z und den Parametern festgestellt wird. Diese
Beziehung besteht darin, dass die Determinante dieser 10 Gleichungen gleich Null gesetzt
wird.

Hierdurch ist eine algebraische Gleichung zwischen x, y, z und den Parametern festge-
setzt, die in Bezug auf x, y, z von der sechsten, in Bezug auf jedes Werthsystem (aα , bα , cα)
von der dritten Ordnung ist. Es ist offenbar, dass eine solche Determinante von der zwei-
ten Ordnung verschwindet, wenn (x, y, z) = (aα , bα , cα) gesetzt wird. Diese 7 Punkte sind
also Doppelpunkte der Gleichung. Ferner aber, wenn wir Curven F(ξ , η , ζ ) = 0 kennen,
die von der dritten Ordnung sind, durch die Punkte 1, 2 · · ·7 hindurchgehen, und ausserdem
einen oder mehrere Doppelpunkte haben, so wird, wenn wir für x, y, z die Coordinaten eines
dieser Doppelpunkte einsetzen, die aufgestellte Determinante verschwinden; diese Punkte
werden also auf der Curve sechster Ordnung liegen. Eine solche Curve ist aber diejenige
Curve dritter Ordnung, die in eine durch κ, λ hindurchgehende Grade und einen durch die
übrigen 5 Punkte gelegten Kegelschnitt zerfällt, und die Doppelpunkte dieser Curve dritter
Ordnung sind diejenigen, in welchen Kegelschnitt und Grade sich schneiden. Somit müssen
auch die 21 mit κλ bezeichneten Punktepaare auf dem Gebilde sechster Ordnung liegen,
welches durch das Null-Setzen der Determinante definirt wird. Daraus folgt, dass diese
Gleichung mit der Gleichung L = 0 übereinstimmen muss. Wir erhalten also das Resultat:

Die algebraische Beziehung zwischen x, y, z ist dadurch charakterisirt, dass es möglich
ist, eine homogene Function dritter Ordnung dreier unabhängiger Grössen ξ , η , ζ zu bil-
den, die an den 7 Stellen (aα , bα , cα) von der ersten Ordnung, an der Stelle x, y, z von der
zweiten Ordnung verschwindet.

Uebrigens lässt sich dieser Satz auch rein formal, nämlich dadurch, dass man in ei-
ner der Darstellungen von Hκ, z. B. der Formel (g) in § 5, das Werthsystem (x, y, z) mit
(aκ, bκ, cκ) vertauscht, ableiten.

§ 8.

Die Gleichung L = 0 steht in naher Beziehung zu der allgemeinen Gleichung vierter
Ordnung, die gewöhnlich als algebraische Grundlage dieser Theorie genommen wird. Be-
vor wir zu dieser übergehen, ist es vortheilhaft, noch eine neue Identität zu entwickeln.
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Wie schon erwähnt, sind alle 28 Grössen Hm Functionen dritter Ordnung, welche an den
7 Punkten (aα , bα , cα) verschwinden. Daraus folgt, dass zwischen je vier derselben ei-
ne lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen muss. Wir wollen
diejenige Relation aufstellen, durch welche Hκλ , Hα , Hβ , Hγ verbunden sind.

Die Grössen Hα , Hβ , Hγ sind nach Formel (g) definirt durch folgende Ausdrücke:

fµαλ FκαGκλ − fκαλ FµαGµλ = (−1)µ|κgβ gγgν fβγνHα ,

fµβλ Fκβ Gκλ − fκβλ Fµβ Gµλ = (−1)µ|κgγgαgν fγανHβ ,

fµγλ FκγGκλ − fκγλ FµγGµλ = (−1)µ|κgαgβ gν fαβνHγ .

Wir multipliciren diese Gleichungen mit drei Constanten A, B, C und bilden dann ihre
Summe. Das Resultat hat dann die Form:

F1Gκλ −F2Gµλ = H,

wo F1 und F2 lineare Functionen von x, y, z bedeuten, von denen erstere an der Stelle κ,
letztere an der Stelle µ verschwindet, während H eine lineare Function von Hα , Hβ , Hγ

ist. Man kann nun die drei Constanten so bestimmen, dass F2 identisch Null ist; dann ist
F1Gκλ = H; und da die rechte Seite dieser Gleichung an allen 7 Stellen verschwindet, Gκλ

aber an den Stellen κ, λ von Null verschiedene Werthe hat, so muss F1 an den Stellen κ,
λ verschwinden. Daraus folgt aber, dass sich F1 von Fκλ nur um einen constanten Factor
f0 unterscheiden kann. Wir erhalten also:

F1 = f0Fκλ ; daher F1Gκλ = f0Hκλ = H.

Die geforderte Bestimmung der Coefficienten A, B, C ergiebt sich unmittelbar aus der
Formel

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγµFαµ

}
= 0,

welche aus (a) durch Veränderung von κ in µ hervorgeht. Danach muss

A = (−1)βγ|α fβγµ fκβλ fκγλ , B = (−1)γα|β fγαµ fκγλ fκαλ ,

C = (−1)αβ |γ fαβ µ fκαλ fκβλ

sein. Daher ist:

F1 = f0Fκλ = S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγµ fµαλ fκβλ fκγλ Fκα

}
,

H = f0Hκλ = (−1)µ|κgν S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgβ gγ fβγµ fβγν fβκλ fγκλ Hα

}
.
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Hierdurch ist die gesuchte Darstellung gewonnen, sobald die Constante f0 bestimmt ist.
Setzen wir nun in der ersten dieser beiden Gleichungen (x, y, z) = (aγ , bγ , cγ), so ver-
schwindet Fκγ , während

Fκλ in (−1)γ|κλ fγκλ , Fκα in (−1)γ|κα fγακ

übergeht, so dass sich ergiebt:

(−1)γ|κλ fγκλ f0 = S
α,β

{
(−1)βγ|α+γ|κα fβγµ fµαλ fκβλ fκγλ fγακ

}
.

Oder:

f0 = S
α,β

{
(−1)β |α+γ|λ fαλ µ fαγκ fβγµ fβκλ

}
= (−1)β |α+γ|λ ( fαλ µ fαγκ fβγµ fβκλ − fβλ µ fβγκ fαγµ fακλ ).

Nun ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn wir noch das Vorzeichen (−1)µ|κ

hinzufügen, nichts andres, als gν ; daher ist

f0 = (−1)µ|κgν ,

und somit:

(21) Hκλ = S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgβ gγ fβκλ fγκλ fβγµ fβγνHα

}
.

Vergleicht man dieses Resultat mit Formel (81) des ersten Theils, so erkennt man, dass die
Beziehung, welche zwischen Hκλ , Hα , Hβ , Hγ besteht, genau dieselbe ist, wie die, durch
welche vκλ , vα , vβ , vγ verbunden sind. Daraus muss der allgemeinere Schluss gezogen
werden, dass überhaupt je vier der 28 Grössen Hm durch dieselbe Gleichung verbunden
sind, wie die entsprechenden Grössen vm. Diese sind nun lineare Functionen dreier un-
abhängiger Grössen u, u′, u′′, von der Form: vm = amu + bmu′+ cmu′′; umgekehrt können
letztere linear aus irgend drei der Grössen vm gebildet werden. Wenn wir nun drei Functio-
nen dritter Ordnung

H(x, y, z), H(x, y, z), H(x, y, z),

definiren, welche aus drei der Functionen Hm ebenso gebildet sind, wie u, u′, u′′ aus den
entsprechenden Grössen vm, so muss umgekehrt jede Function H(x, y, z)m sich durch diese
drei in derselben Weise darstellen lassen, wie vm durch u, u′, u′′. Demnach erhalten wir fol-
gende Darstellung der 28 Functionen Hm durch drei von den Indices unabhängige Grössen:

(22) Hm = amH +bmH + cmH.
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§ 9.

Durch jedes lineare Aggregat der Grössen H, H, H ist eine homogene Function dritter
Ordnung dargestellt, welche an den 7 Doppelpunkten des Gebildes verschwindet. Setzen
wir ein solches Aggregat gleich Null, so schneidet die durch diese Bedingung definirte
Curve dritter Ordnung die Curve sechster Ordnung L = 0 in 3 · 6 = 18 Punkten. Daher
verschwindet jedes derartige Aggregat (welches wir eine allgemeine H-Function nennen
wollen) ausser in den 7 Doppelpunkten noch in 18−2 ·7 = 4 weiteren Punkten. Die letzte-
ren fallen paarweise zusammen, wenn die H-Function eine der 28 Grössen Hm ist, und diese
beiden Punkte, in denen Hm, ausser den allen gemeinsamen, noch zweifach verschwindet,
sind identisch mit dem durch den Index m bezeichneten Punktepaare. Denn nehmen wir
zuerst m = κλ , so ist Hm = Fκλ Gκλ . In dem Punktepaare κλ verschwindet sowohl Fκλ

als Gκλ , daher verschwindet das Product in demselben von der zweiten Ordnung. Setzen
wir aber m = κ, so folgt aus der Formel

Gαβ Gγδ Gλ µ = Fαβ Fγδ Fλ µHκ,

dass die Function Hκ in dem Doppelpunkte κ der Curve L = 0 von der dritten Ordnung
verschwindet. Denn jeder der drei Factoren des auf der linken Seite stehenden Productes
wird gleich Null, wenn (x, y, z) = (aκ, bκ, cκ) gesetzt wird, während die drei Grössen Fαβ ,
Fγδ , Fλ µ von Null verschiedene Werthe erhalten. Wir können also auch hier sagen, dass Hκ
ausser in den Punkten 1, 2 · · ·7 noch zweimal in dem Doppelpunkte κ verschwindet.

Bilden wir also den Quotienten zweier allgemeinen H-Functionen, so erhalten wir eine
rationale Function der durch die Gleichung L = 0 verbundenen Grössen (x, y, z), welche
vom vierten (in speciellen Fällen vom dritten) Grade ist, da sie an vier Stellen verschwindet,
und an eben so vielen unendlich wird. Daraus geht hervor, dass die Gleichung

M (H, H, H) = 0,

welche zwischen H, H, H besteht, von der vierten Ordnung ist. Fassen wir diese Grössen
als neue Veränderliche auf, und zwar als homogene Coordinaten einer Ebene, so ist M = 0
eine Curve vierter Ordnung, und aH + bH + cH = 0 die Gleichung einer Graden, welche
diese Curve in vier Punkten schneidet. Setzen wir für a, b, c eins der 28 Systeme am, bm, cm,
so fallen die vier Schnittpunkte paarweise zusammen; es sind also Hm = 0 die Gleichungen
der 28 Doppeltangenten dieser Curve, und wir sehen, dass den 28 Punktepaaren m in dieser
Curve die 28 Paare von Berührungspunkten der Doppeltangenten entsprechen.

Die Gleichung M = 0 lässt sich nun in mannichfachen Formen darstellen, bei denen
diese Eigenschaft der 28 Graden in Evidenz tritt, und die in naher Beziehung zu den Θ-
oder σ -Relationen stehen. In § 1 wurde nämlich gezeigt, dass, wenn wir die sechs Zerle-
gungen m = ab, m = a′b′ etc. eines von 0 verschiedenen Index m in je zwei ungrade Indices
vornehmen, zwischen je vier der sechs Producte

σaσb, σa′σb′ etc.
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eine lineare homogene Gleichung besteht. Nun ist nach Formel (16) allgemein für jeden
ungraden Index n:

ω̃σ
2
n = ψn = HnH ′n;

es muss also eine lineare Gleichung bestehen zwischen je vier der sechs Ausdrücke:
√

Ha
√

Hb

√
H ′a
√

H ′b,
√

Ha′
√

Hb′
√

H ′a′
√

H ′b′ etc.

Hierin ist allgemein

Hn = anH +bnH + cnH,

H ′n = anH ′+bnH ′+ cnH ′.

Nun ist das Werthsystem (H, H, H) unabhängig von dem andern (H ′, H ′, H ′); wir kön-
nen also dem letzteren einen willkürlichen Werth beilegen, der nur der Gleichung M = 0
genügen muss. Dieser Werth kann so gewählt werden, dass einer der vier Ausdrücke ver-
schwindet. Daraus folgt, dass eine Relation bestehen muss zwischen je dreien der sechs
Ausdrücke: √

Ha
√

Hb,
√

Ha′
√

Hb′ etc.

Daran knüpft sich noch eine andere Folgerung. Es seien a, b, c, d vier von einander ver-
schiedene ungrade Indices, deren Product abcd gleich dem Index 0 ist; dann ist das Pro-
duct der vier Wurzelgrössen

√
Ha,
√

Hb,
√

Hc,
√

Hd rational durch die drei Veränderlichen
H, H, H ausdrückbar, und zwar in der Form einer homogenen Function zweiter Ordnung.
Denn setzt man ab = m, so folgt aus der Voraussetzung abcd = 0, dass auch cd = m ist. Es
sei nun m = e f eine dritte Zerlegung des Index m in zwei ungrade Indices; dann ist nach
dem eben bewiesenen Satze

√
He
√

H f linear darstellbar durch
√

Ha
√

Hb und
√

Hc
√

Hd . Er-
hebt man in dieser Gleichung beide Seiten ins Quadrat, so ergiebt sich eine lineare Relation
zwischen

HaHb, HcHd, HeH f und
√

Ha
√

Hb
√

Hc
√

Hd.

Damit ist der eben ausgesprochene Satz bewiesen.
Hieraus folgt z. B., dass das Product der Grössen

√
Hκ,
√

Hλ ,
√

Hκµ ,
√

Hλ µ gleich
einer Function zweiter Ordnung von H, H, H ist; und da Hλ Hλ µ eine ebensolche Function
ist, so erkennt man, dass der Quotient

√
Hκ
√

Hκµ√
Hλ

√
Hλ µ

=
Fκµ

Fλ µ

gleichfalls eine rationale Function dieser Grössen ist, die nur von den Verhältnissen der-

selben abhängt. In derselben Weise lässt sich
Fκλ

Fκµ

darstellen. Dadurch sind zwei in Bezug
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auf x, y, z lineare Gleichungen gegeben, mit deren Hülfe sich die Verhältnisse dieser drei
Grössen rational durch die Verhältnisse von H, H, H ausdrücken lassen. Es zeigt sich also,
dass die ursprüngliche Gleichung L = 0 aus der neuen, M = 0, ebenfalls durch rationale
Transformation hervorgeht.

Die verschiedenen linearen Gleichungen zwischen den Wurzel-Functionen
√

Ha
√

Hb,
√

Ha′
√

Hb′ etc.,

deren jede als eine Form der Gleichung M = 0 angesehen werden kann, zerfallen in drei
Gruppen, je nachdem der Index m ein-, zwei- oder dreigliedrig ist. Für einen eingliedrigen
Index, m = κ, hat man, den sechs Zerlegungen entsprechend, folgende Gruppe von sechs
Grössen:

√
Hα

√
Hακ,

√
Hβ

√
Hβκ,

√
Hγ

√
Hγκ,

√
Hλ

√
Hλκ,

√
Hµ

√
Hµκ,

für einen zweigliedrigen, m = κλ :
√

Hακ
√

Hαλ ,
√

Hβκ
√

Hβλ ,
√

Hγκ
√

Hγλ ,
√

Hµκ
√

Hµλ ,
√

Hκ
√

Hλ

und für m = κλ µ = αβγδ :
√

Hκ
√

Hλ µ ,
√

Hλ

√
Hµκ,

√
Hµ

√
Hκλ ,

√
Hβγ

√
Hαδ ,

√
Hγα

√
Hβδ ,

√
Hαβ

√
Hγδ .

Zwischen je drei Gliedern irgend einer dieser Gruppen besteht eine lineare Relation. Es
ist leicht, zu sehen, dass sich im Ganzen sieben solcher Gleichungen aufstellen lassen,
deren Form verschieden ist; davon gehört eine der ersten, zwei der zweiten und vier der
dritten Gruppe an. Diese lassen sich ohne jede Schwierigkeit aufstellen, da sie unmittelbare
Folgerungen der in § 5 entwickelten Identitäten sind, wenn man die beiden Formeln des § 7:

HκHλ Gκλ = RFκλ ,

H1H2H3 · · ·H7 = R3

hinzunimmt. Ans der ersten folgt nämlich, da Fκλ Gκλ = Hκλ ist:

HκHλ Hκλ = R(Fκλ )2.

Wir haben nun die Quadratwurzeln aus den 28 Grössen Hm zu bilden. Die Vorzeichen
der 7 Grössen

√
Hκ mögen willkürlich gewählt sein;

√
R bestimmen wir dann so, dass die

Gleichung

(23)
√

H1
√

H2
√

H3 · · ·
√

H7 = (
√

R)3
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gilt, und
√

Hκλ so, dass

(24)
√

Hκ
√

Hλ

√
Hκλ =

√
RFκλ

ist. Dann folgt von selbst:

(25) Gκλ =
√

R
√

Hκλ√
Hκ
√

Hλ

.

Setzt man diese Ausdrücke für die Grössen F und G in die Gleichungen a bis g des § 5 ein,
so erhält man folgendes System:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγκ

√
Hα

√
Hακ

}
= 0;(A)

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ

√
Hβγ

√
Hαδ

}
= 0;(B)

fκγα fκβδ

√
Hβγ

√
Hαδ − fκβγ fκαδ

√
Hγα

√
Hβδ

= (−1)α|β+δ |γgλ gµ

√
Hκ
√

Hλ µ ;
(C)

gλ fλβγ fλαδ

√
Hµ

√
Hκλ −gµ fµβγ fµαδ

√
Hλ

√
Hκµ

= (−1)λ |µ√Hβγ

√
Hαδ ;

(D)

S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κ√Hκ

√
Hλ µ

}
= 0;(E)

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgα fαµν

√
Hακ
√

Hαλ

}
= 0;(F)

fβκλ

√
Hακ
√

Hαλ − fακλ

√
Hβκ
√

Hβλ

= (−1)β |αgγgµgν fγµν

√
Hκ
√

Hλ .
(G)

Von diesen Gleichungen giebt die erste die Form der Relationen der ersten Gruppe, die vier
folgenden (B), (C), (D), (E) die der dritten, und die beiden letzten die der zweiten Gruppe.

Wir bemerken noch, dass die Formel (19) auch dazu benutzt werden kann, aus den
Identitäten des § 5 andere abzuleiten, die zwischen Functionen der vierten oder fünften
Ordnung bestehen. Von diesen ist eine bemerkenswerth, weil sie zu einer besonders einfa-
chen Relation führt, die zwischen den Variabeln der beiden Gleichungen L = 0 und M = 0
besteht. Multiplicirt man nämlich die Gleichung

S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κGλ µ

}
= 0

mit HκHλ Hµ , und ersetzt Hλ HµGλ µ durch RFλ µ , so ergiebt sich:

S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κHκFλ µ

}
= 0.
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Der Ausdruck auf der linken Seite kann dargestellt werden als eine lineare Function
von x, y, z, deren Coefficienten linear in H, H, H sind. Letztere Grössen wollen wir für den
Augenblick als unabhängige Constanten ansehen. Setzen wir dann x = aκ, y = bκ, z = cκ,
so wird Fµκ und Fκλ = 0, während (−1)λ µ|κFλ µ gleich fκλ µ wird; daher geht die linke
Seite der obigen Gleichung über in

fκλ µHκ = fκλ µ(aκH +bκH + cκH).

Es wird also für x = aκ, y = bκ, z = cκ der obige Ausdruck identisch mit folgendem:

fκλ µ(xH + yH + zH).

Dasselbe muss stattfinden für x = aλ , y = bλ , z = cλ , und für x = aµ , y = bµ , z = cµ ;
mithin müssen beide Ausdrücke überhaupt für alle Werthe der Veränderlichen identisch
sein. Daraus folgt:

(26) xH + yH + zH = 0.

§ 10.

Ehe wir die Theorie der beiden Gleichungen L = 0 und M = 0 verlassen, wollen wir
noch eine lineare Beziehung zwischen den Differentialen der Grössen H aufstellen, von der
wir später Gebrauch machen werden.

Die Gleichung M = 0 wurde in expliciter rationaler Form nicht aufgestellt. Aus ih-
rer Existenz aber folgt, dass zwischen den Differentialen dreier Grössen Hα , Hβ , Hγ eine
lineare Relation besteht:

AdHα +BdHβ +C dHγ = 0,

in welcher A, B, C rationale Functionen der Grössen H bedeuten, die offenbar der Bedin-
gung

AHα +BHβ +CHγ = 0

genügen müssen. Man kann zu dieser Gleichung gelangen, indem man irgend eine der
Formen, in denen die Gleichung M = 0 gegeben ist, differenzirt. Wir wählen die Form (E).
Das Resultat der Differentiation hat dann die Gestalt

A+B = 0, oder A =−B,

wo

A = S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κ

√
Hλ µ√
Hκ

dHκ

}
,

B = S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κ

√
Hκ√
Hλ µ

dHλ µ

}
.
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Beide Ausdrücke formen wir um. Den ersten zunächst dadurch, dass wir nach Formel (24)

√
Hλ µ durch

√
RFλ µ√

Hλ

√
Hµ

ersetzen; dadurch erhalten wir:

A = S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κ

√
RFλ µ dHκ√

Hκ
√

Hλ

√
Hµ

}
,

oder: √
Hκ
√

Hλ

√
Hµ A =

√
R S

κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κFλ µ dHκ

}
.

Wenn wir auf die rechte Seite dieser Gleichung dieselbe Operation anwenden, welche wir
am Schluss des vorigen Paragraphen ausgeführt haben, so ergiebt sich:

S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κFλ µ dHκ

}
= fκλ µ(xdH + ydH + zdH).

Für diesen Differential-Ausdruck führen wir eine besondere Bezeichnung ein:

(27) xdH + ydH + zdH = ∆.

Danach ist √
Hκ
√

Hλ

√
HµA = fκλ µ

√
R∆.

In dem zweiten Ausdrucke multipliciren wir jedes Glied mit dem Product
√

Hκ
√

Hλ

√
Hµ

√
Hλ µ

√
Hκµ

√
Hκλ = P.

Es ist alsdann

P
√

Hκ√
Hλ µ

=
√

Hκ
√

Hλ

√
Hκλ ·

√
Hκ
√

Hµ

√
Hκµ

= RFκλ Fκµ ;

mithin ist
PB = R S

κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κFκλ Fκµ dHλ µ

}
.

Mit Hülfe der Gleichung (21) lässt sich jedes der Differentiale dHλ µ , dHµκ, dHκλ , mithin
auch die ganze rechte Seite der Gleichung, durch dHα , dHβ , dHγ ausdrücken. Wir setzen:

S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κFκλ Fκµ dHλ µ

}
= ϕ1 dHα +ϕ2 dHβ +ϕ3 dHγ ,
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und beschränken uns darauf, ϕ1 zu bestimmen, da die beiden andern Grössen daraus durch
Vertauschung des Index α mit β , bezüglich γ , abgeleitet werden können. Nach (21) ist

dHλ µ = S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgβ gγ fβλ µ fγλ µ fβγκ fβγν dHα

}
;

daher ist

ϕ1 = (−1)βγ|αgβ gγ fβγν S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κ fβλ µ fγλ µ fβγκFκλ Fκµ

}
.

Wir betrachten nun die quadratische Function

ϕ(x, y, z) = S
κ,λ ,µ

{
(−1)λ µ|κ fβλ µ fγλ µ fβγκFκλ Fκµ

}
,

bei deren Umformung wir von der zwischen x, y, z bestehenden Beziehung L = 0 absehen.
Setzen wir nun Fλ µ = 0, so reducirt sich die Summe auf das erste Glied. Zugleich aber
reducirt sich die zwischen Fκλ , Fβλ , Fµλ bestehende Gleichung auf folgende:

(−1)β µ|κ fβ µλ Fκλ +(−1)µκ|β fµκλ Fβλ = 0,

oder
fβλ µFκλ = (−1)βκ|µ fκλ µFβλ .

Wir erhalten also, immer unter der Voraussetzung, dass Fλ µ = 0 ist:

ϕ(x, y, z) = (−1)κ|λ+β |µ fκλ µ fγλ µ fγβκFλβ Fκµ .

Nun ist aber nach Formel (d):

fγλ µ fγβκFλβ Fκµ − fγλβ fγκµFλ µFβκ = (−1)κ|λ+µ|β gαgνGαν ;

mithin, da Fλ µ = 0 vorausgesetzt ist:

fγλ µ fγβκFλβ Fκµ = (−1)κ|λ+µ|β gαgνGαν ,

ϕ(x, y, z) =−gαgν fκλ µGαν .

Diese Relation ist hergeleitet worden unter der Voraussetzung Fλ µ = 0. Es ist aber leicht
einzusehen, dass sie identisch bestehen muss. Denn sowohl die rechte als auch die linke
Seite ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices κ, λ , µ . Es muss also

ϕ(x, y, z)+gαgν fκλ µGαν
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theilbar sein durch die drei linearen Functionen Fλ µ , Fµκ und Fκλ . Da dieser Ausdruck
aber nur von der zweiten Ordnung ist, so folgt, dass er identisch Null sein muss. Setzen wir
den so gefundenen Werth von ϕ(x, y, z) ein, so folgt jetzt

ϕ1 =−(−1)βγ|αgαgβ gγgν fκλ µ fβγνGαν .

Daraus ergeben sich ϕ2 und ϕ3 durch Vertauschung der Indices α , β , γ . Nun war:

PB = R(ϕ1 dHα +ϕ2 dHβ +ϕ3 dHγ);

mithin ergiebt sich:

−PB = gαgβ gγgν fκλ µR S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγνGαν dHα

}
,

PA = fκλ µ

√
R
√

Hλ µ

√
Hµκ
√

Hκλ ∆;

und da A =−B ist, so folgt:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγνGαν dHα

}
=
√

Hλ µ

√
Hµκ
√

Hκλ

gαgβ gγgν

√
R

∆.

Wir ersetzen in dieser Formel noch

Gαν durch
RFαν

HαHν

, und
dHα

Hα

durch d logHα ;

dadurch ergiebt sich schliesslich:

(28) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγνFανd logHα

}
=
√

Hλ µ

√
Hµκ
√

Hκλ Hν

gαgβ gγgν(
√

R)3
∆,

wo das Differential ∆ durch die Gleichung (27) definirt ist. – Aus dieser Formel lässt sich
nun leicht eine Relation zwischen d logHα , d logHβ und d logHγ herleiten, z. B. dadurch,
dass man ν mit κ vertauscht, und aus den beiden Gleichungen, die man so erhält, ∆ eli-
minirt. Aber wir begnügen uns mit dieser einfacheren Formel, die für spätere Zwecke aus-
reicht.

§ 11.

Durch die bisherige Untersuchung sind die Quotienten je zweier ungraden σ definirt
als algebraische Functionen zweier den Gleichungen dritten Ranges: L = 0 und L′ = 0
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genügenden Werthsysteme x : y : z und x′ : y′ : z′. Nimmt man das letztere als constant an,
betrachtet also den Quotienten

σm

σn
als abhängig von (x, y, z) allein, so ist

σm

σn
= c

√
Hm√
Hn

,

wo c eine Constante bedeutet. Der Quotient
Hm

Hn
wird an zwei Stellen Null, an zwei Stellen

unendlich, beides von der zweiten Ordnung. Der Quotient
σm

σn
hat daher, obgleich er keine

rationale Function ist, doch an jeder Stelle des Gebildes den Charakter einer solchen, und
wird an zwei Stellen Null von der ersten Ordnung, an zwei andern ebenso unendlich. Ferner
ist das Quadrat eines Quotienten

σm

σn
eine rationale Function, und in gleicher Weise das

Product mehrerer verschiedener
σa

σb
,

σc

σd
etc., wenn nur zwischen den Indices a, b, c, d etc.

die Bedingung stattfindet, dass der aus allen zusammengesetzte gleich dem Index 0 ist.
Dieselben Eigenschaften zeigen diese Quotienten, wenn wir sie als abhängig von (x′, y′, z′)
auffassen.

Es sind nun zunächst, wenn wir die Bedingung zwischen den Grössen L, durch wel-
che die Veränderlichkeit der Argumente beschränkt wird, beibehalten, zwei Aufgaben zu
lösen: erstens, den Quotienten zweier graden σ , und dann: den Quotienten eines graden
und eines ungraden, als algebraische Functionen der beiden Grössensysteme (x, y, z) und
(x′, y′, z′) darzustellen, und deren Eigenschaften zu bestimmen. Wir haben also jetzt Rela-
tionen zwischen den graden und ungraden σ aufzustellen. An solchen Beziehungen zwi-
schen diesen 64 Grössen ist ein sehr beträchtlicher Reichthum vorhanden; und wenn es
nur darauf ankäme, überhaupt Ausdrücke für die gesuchten Grössen aufzustellen, so würde
diese Aufgabe rasch gelöst sein. Aber diejenigen Darstellungen, welche man durch directe
Elimination erhält, lassen nicht sämmtliche wesentlichen algebraischen Eigenschaften die-
ser Grössen unmittelbar erkennen, deshalb muss die Untersuchung einen etwas längeren
Weg einschlagen.

Wenn man in der zwischen vier Producten ungrader Theta-Functionen

Θαµ Θαν , Θβ µ Θβν , Θγµ Θγν , Θλ µ Θλν

bestehenden linearen Gleichung die Argumente vermehrt um dasjenige halbe Periodensy-
stem, welches zum Index λ µ gehört, so verwandelt sich dieselbe in eine lineare Relation
zwischen

Θαλ Θβγκ, Θβλ Θγακ, Θγλ Θαβκ, Θ0 Θµν .

Man erhält diese Gleichung aus der Fundamental-Formel (1), indem man dort

k = λ , l = λ µν , m = κµ
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setzt. Wir erhalten dann, da kl ein ungrader Index ist:

7

∑
α=0

[
(−1)(λα,λ µνα,κµα)cακµcακν Θαλ Θαλ µν

]
= 0.

Hier verschwinden diejenigen Glieder, die den Werthen der Summationsbuchstaben: α = 0,
κ, µ , ν entsprechen; wenn wir also mit α , β , γ die von κ, λ , µ , ν verschiedenen primitiven
Indices bezeichnen, so sind dem Summationsbuchstaben die Werthe λ , α , β , γ beizulegen.
Wir erhalten somit:

(−1)(0,µν ,αβγν)cκλ µcκλν Θ0 Θµν

+ S
α,β ,γ

{
(−1)(λα,λ µνα,λνβγ)cακµcακν Θαλ Θβγκ

}
= 0.

Nun ist für (0, µν , αβγν):

K = ν , L = 0, M = 0;

daher:
(0, µν , αβγν) = αβγν | µν + µν | αβγν ≡ 1 mod 2.

Für das Zeichen (λα, λ µνα, λνβγ) dagegen ist:

K = λν , L = λ , M = λα;

und da
λ µνα | λνβγ +λνβγ | λ µνα ≡ 0 mod 2

ist, so erhalten wir:

(λα, λ µνα, λνβγ)≡ λν | λα +λ | λ µνα +λα | λνβγ.

Für λν | λα können wir setzen: 1+λα | λν ; daher für

λν | λα +λα | λνβγ : 1+λα | βγ,

oder:
1+λ | βγ +α | βγ.

Wir erhalten daher:

(λα, λ µνα, λνβγ)≡ 1+α | βγ +λ | βγ +λ | λ µνα.
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Nun ist

λ | βγ +λ | λ µνα ≡ λ | λ µναβγ ≡ λ | κ,

α | βγ ≡ βγ | α;

mithin:
(λα, λ µνα, λνβγ)≡ 1+λ | κ +βγ | α mod 2.

Wenn wir nun in die obige Gleichung die Grössen σ einführen, so erhält dieselbe, nach
dieser Bestimmung der Vorzeichen, folgende Form:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ |α−eακµeακνeβγκlαλ

eκλ µeκλν lµν

σαλ σβγκ

}
= (−1)λ |κ

σ0σµν .

Wir haben jetzt den Coefficienten

−eακµeακνeβγκlαλ

eκλ µeκλν lµν

= Q

in eine Function der unabhängigen Parameter umzuformen. Zunächst ist nach Gleichung
(79) des ersten Theils:

lαλ

lµν

=
gαgλ lµ lνeµν

gµgν lα lλ eαλ

;

setzen wir nun eακµeακνeβγκeµνeλ

eκλ µeκλνeαλ

= E,

so ist demnach:
Q =

−gαgλ lµ lν
gµgν lα lλ eλ

E,

oder, da nach Formel (69)
eλ l2

λ
=−r4l2gλ

ist:
Q =

gα lλ lµ lν
r4l2gµgν lα

E.

Wenn wir in dem mit E bezeichneten Quotienten die Producte eαλ , eµν , eλ in ihre
Factoren entwickeln, so heben sich alle Factoren des Nenners gegen solche, die im Zähler
enthalten sind; es bleibt übrig ein Product von 16 Factoren, das sich in vier Theile zerlegen
lässt:

eβγκeβγλ eβκλ eγκλ , eβλ µeβλνeβ µνeλ µν ,

eακµeακνeαµνeκµν , eγλ µeγλνeγµνeλ µν .
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Diese vier Producte sind nach den Formeln (51) und (64) bezüglich gleich:

rlα lµ lν fαµν , rlγ lα lκ fγακ,

rlβ lγ lλ fβγλ , rlα lβ lκ fαβκ.

Das Product aller ist also:

E = r4l3
α l2

β
l2
γ l2

κlλ lµ lν fαµν fβγλ fγακ fαβκ

=
r4l2lα fαµν fβγλ fγακ fαβκ

lλ lµ lν
;

mithin:

Q =
gα fαµν fβγλ fγακ fαβκ

gµgν

.

Jetzt können wir die Gleichung in ihrer entwickelten Form hinschreiben:

(29) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgα fαβκ fαγκ fαµν fβγλ σαλ σβγκ

}
= (−1)λ |κgµgνσ0σµν .

Multipliciren wir dieselbe mit
σασβ σγσκσλ

σ0
,

und führen die neue Bezeichnung ein:

σκσλ σµσκλ µ

σ0
= ωκλ µ ,

so erhalten wir zwischen den drei Grössen ωβγκ, ωγακ, ωαβκ folgende lineare Gleichung:

(30) S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αgα fαβκ fαγκ fαµν fβγλ ϕαλ ωβγκ

}
= (−1)λ |κgµgν χµν ,

in welcher für die Grössen ϕ und χ ihre Ausdrücke durch (x, y, z), (x′, y′, z′), nämlich

ϕαλ = Fαλ F ′
αλ

, χµν = GµνG′µν

einzusetzen sind.
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§ 12.

Wir wollen im Folgenden x′, y′, z′ als unveränderliche Grössen betrachten, so dass sich
ϕαλ von Fαλ , χµν von Gµν nur um constante Factoren unterscheiden. Aus der entwickelten
Relation zwischen den Grössen ωβγκ, ωγακ, ωαβκ lassen sich zwei neue Gleichungen
zwischen denselben Grössen dadurch ableiten, dass wir λ mit µ und ν vertauschen.

In allen drei Gleichungen sind die Coefficienten von ωβγκ, ωγακ, ωαβκ lineare homo-
gene Functionen von x, y, z, und zwar verschwindet bei allen dreien der Coefficient von
ωβγκ im Punkte α , der von ωγακ im Punkte β , der von ωαβκ im Punkte γ . Ferner steht in
allen drei Gleichungen auf der rechten Seite eine homogene quadratische Function, die in
den vier Punkten α , β , γ , κ verschwindet. Wenn wir diese drei Gleichungen mit willkürli-
chen Constanten cλ , cµ , cν multipliciren und addiren, so muss die resultirende Gleichung

Aωβγκ +Bωγακ +Cωαβκ = D

dieselben Eigenschaften haben. Wir können nun, da A eine lineare Function von x, y, z
ist, die im Punkte α verschwindet und drei willkürliche Grössen cλ , cµ , cν enthält, diese
letzteren so bestimmen, dass der Coefficient A identisch Null ist. Dann reducirt sich die
Gleichung auf folgende:

Bωγακ +Cωαβκ = D.

A, B, C, D sind durch folgende Ausdrücke gegeben:

A = (−1)βγ|αgα fαβκ fαγκ S
λ ,µ,ν

{
cλ fαµν fβγλ F ′

αλ
Fαλ

}
,

B = (−1)γα|β gβ fβγκ fβακ S
λ ,µ,ν

{
cλ fβ µν fγαλ F ′

βλ
Fβλ

}
,

C = (−1)αβ |γgγ fγακ fγβκ S
λ ,µ,ν

{
cλ fγµν fαβλ F ′

γλ
Fγλ

}
,

D = S
λ ,µ,ν

{
(−1)λ |κcλ gµgνG′µνGµν

}
.

Hier sollen cλ , cµ , cν so bestimmt werden, dass A identisch gleich Null wird. Nun besteht
nach Formel (a) zwischen Fαλ , Fαµ , Fαν die Identität:

S
λ ,µ,ν

{
(−1)µν |λ fαµνFαλ

}
= 0.

Mit dieser muss die Gleichung A = 0 identisch sein; daraus folgt, dass wir

cλ = c(−1)µν |λ fβγµ fβγνF ′αµF ′αν ,

cµ = c(−1)νλ |µ fβγν fβγλ F ′ανF ′
αλ

,

cν = c(−1)λ µ|ν fβγλ fβγµF ′
αλ

F ′αµ
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zu setzen haben.
Dem Factor c können wir einen beliebigen Werth beilegen. Im Uebrigen sind jetzt B, C,

D bestimmte Functionen von x, y, z, deren Ausdruck wir vereinfachen müssen. B ist linear
dargestellt durch Fβλ , Fβ µ , Fβν ; wegen der Relation, die zwischen diesen Grössen besteht,
muss sich B auch in dieser Weise ausdrücken lassen:

B = B1Fβ µ +B2Fβν .

Um nun B1 zu bestimmen, haben wir (x, y, z) = (aν , bν , cν) zu setzen; dann wird einerseits

B = (−1)ν |β µ fβ µνB1,

andrerseits, da

Fβλ in (−1)ν |βλ fβλν , Fβ µ in (−1)ν |β µ fβ µν , Fβν in 0

übergeht:

B = (−1)γα|β gβ fβγκ fβακ S
λ ,µ

{
(−1)ν |βλ cλ fβλν fβ µν fγαλ F ′

βλ

}
.

Daher ist:

(−1)ν |β µB1 = (−1)γα|β gβ fβγκ fβακ fβλν S
λ ,µ

{
(−1)ν |βλ cλ fγαλ F ′

βλ

}
.

Setzt man hier für cλ seinen Werth ein, so verwandelt sich

S
λ ,µ

{
(−1)ν |βλ cλ fγαλ F ′

βλ

}
in

c fβγνF ′αν S
λ ,µ

{
(−1)ν |βλ+µν |λ fγβ µ fγαλ F ′

βλ
F ′αµ

}
,

oder, da
ν | βλ + µν | λ ≡ µ | λ +α | β +αν | β mod 2

ist, in
c(−1)αν |β fβγνF ′αν S

λ ,µ

{
(−1)α|β+µ|λ fγβ µ fγαλ F ′

βλ
F ′αµ

}
.

Der Formel (c) zufolge ist aber:

S
λ ,µ

{
(−1)α|β+µ|λ fγβ µ fγαλ F ′

βλ
F ′αµ

}
= gκgνG′κν ;
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daher folgt:

(−1)ν |β µB1 = (−1)γα|β gβ fβγκ fβακ fβλνc(−1)αν |β fβγνF ′ανgκgνG′κν ,

oder da
ν | β µ + γα | β +αν | β ≡ ν | µ + γ | β

ist:
B1 = c(−1)γ|β+ν |µgβ gκgν fβγκ fβακ fβλν fβγνF ′ανG′κν .

Den andern Coefficienten B2 erhalten wir aus diesem durch Vertauschung von µ und ν . Es
ist also:

B = c(−1)γ|β gβ gκ fβγκ fβακ S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fβγν fβλνF ′ανG′κνF ′

β µ

}
.

Der Ausdruck C entsteht aus B durch Vertauschung von β mit γ . Es ist daher:

C = c(−1)β |γgγgκ fβγκ fγακ S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fβγν fγλνF ′ανG′κνFγµ

}
.

In ähnlicher Weise lässt sich D umformen. Dieser Ausdruck ist zunächst linear durch
Gµν ,Gνλ ,Gλ µ dargestellt; da aber zwischen diesen drei Grössen ebenfalls eine lineare
Relation besteht, so muss D auch auf diese Form gebracht werden können:

D = D1Gλν +D2Gλ µ .

Hier können wir D1 wiederum dadurch bestimmen, dass wir (x, y, z) = (aν ,bν ,cν) setzen;
dadurch geht

Gµν in
(−1)ν |µν

gν

, Gνλ in
(−1)ν |λν

gν

, Gλ µ in 0

über; demnach erhalten wir:

(−1)ν |λν

gν

D1 = S
λ ,µ

{
(−1)λ |κ+ν |µνcλ gµG′µν

}
,

oder, wenn wir für cλ seinen Werth einsetzen:

(−1)ν |λν

gν

D1 = c fβγνF ′αν S
λ ,µ

{
(−1)λ |κ+ν |µν+µν |λ gµ fµβγF ′µαG′µν

}
.

Nun ist
λ | κ +ν | µν + µν | λ ≡ 1+λ µ | κν +λκ | µ;
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daher ist:

D1 =−(−1)ν |λν+λ µ|κνcgν fβγνF ′αν S
λ ,µ

{
(−1)λκ|µgµ fµβγF ′µαG′µν

}
.

Nach der Formel (f) ist aber:

(−1)λκ|µgµ fµβγF ′µαG′µν +(−1)µκ|λ gλ fλβγF ′
λα

G′
λν

+(−1)λ µ|κgκ fκβγF ′καG′κν = 0;

daher ist
D1 = (−1)ν |λν+λ µ|νcgν fβγνF ′ανgκ fκβγF ′καG′κν ,

oder, da

ν | λν +λ µ | ν ≡ 1+ν | µ ist:

D1 =−(−1)ν |µcgκgν fβγκ fβγνF ′ακF ′ανG′κν .

Der andere Coefficient, D2, ergiebt sich durch Vertauschung von µ und ν . Es ist also:

D =−cgκ fβγκF ′ακ S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fβγνF ′ανG′κνGλν

}
.

Wir setzen nun

c = (−1)γ|β H ′κ
gκ fβγκ

.

Dann erhalten wir die drei Coefficienten unsrer Gleichung ausgedrückt durch folgende
Formeln:

B = gβ fβακ S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fβγν fβλνF ′ανG′κνH ′κFβ µ

}
,

−C = gγ fγακ S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fβγν fγλνF ′ανG′κνH ′κFγµ

}
,

D = (−1)β |γF ′ακ S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fβγνF ′ανG′κνH ′κGλν

}
;

oder, wenn wir für den Augenblick

(−1)ν |µgν fβγνF ′ανG′κνH ′κ = r1, (−1)µ|νgµ fβγµF ′αµG′κµH ′κ = r2

setzen:

B = gβ fβακ( fβλνFβ µr1 + fβλ µFβνr2),

−C = gγ fγακ( fγλνFγµr1 + fγλ µFγνr2),

D = (−1)β |γF ′ακ(Gλνr1 +Gλ µr2).
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Ans dieser Darstellung geht eine eigenthümliche Relation zwischen diesen drei Grössen
hervor. Es ist nämlich, der Formel (d) zufolge:

gβ fβακ fβλνGβ µ −gγ fγακ fγλνGγµ = (−1)β |γFακFλν .

Wenn man nun, was nach (19) erlaubt ist:

Gβ µ durch
RFβ µ

Hβ Hµ

, Gγµ durch
RFγµ

HγHµ

,

Fακ durch
HαHκGακ

R
, Fλν durch

Hλ HνGλν

R

ersetzt, und beachtet, dass das Product aller Grössen Hα gleich R3 ist, so erhält man fol-
gende neue Formel:

gβ fβακ fβλνHγFβ µ −gγ fγακ fγλνHβ Fγµ = (−1)β |γGακGλν .

Hieraus folgt:
BHγ +CHβ = (−1)β |γGακ(Gλνr1 +Gλ µr2);

mithin ist:

D =
F ′ακ
Gακ

(BHγ +CHβ ).

Dadurch erhalten wir die Gleichung

Bωγακ +Cωαβκ =
F ′ακ
Gακ

(BHγ +CHβ ),

oder:

B
(

ωγακ−
HγF ′ακ
Gακ

)
=−C

(
ωβακ−

Hβ F ′ακ
Gακ

)
.

Für die beiden linearen Functionen B und −C, von denen die letztere aus B durch Vertau-
schung von β mit γ hervorgeht, wollen wir nun eine bleibende Bezeichnung einführen. Die
ursprüngliche Darstellung von B war symmetrisch in Bezug auf die Indices λ , µ , ν , die
neue in Bezug auf λ und γ; daher wird B durch die Vertauschung der vier Indices γ , λ ,
µ , ν unter einander nicht geändert. Ausserdem aber wird dieser Ausdruck auch dadurch in
seinem Werthe nicht geändert, wenn man α mit κ vertauscht; dies zeigt die zweite Form,
denn wegen der Gleichung L′ = 0 ist

F ′ανG′κνH ′κ = F ′κνG′ανH ′α .

Wir können also den Ausdruck B bezeichnen durch die beiden Indices β und ακ. Setzen
wir

B = Mβ ,ακ,
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so ist
−C = Mγ,ακ;

daher geht unsere Gleichung über in folgende:

Mβ ,ακ

(
ωγακ−

HγF ′ακ
Gακ

)
= Mγ,ακ

(
ωβακ−

Hβ F ′ακ
Gακ

)
.

Hieraus folgt, dass der Quotient

Gακωβακ−Hβ F ′ακ
GακMβ ,ακ

einen vom Index β unabhängigen Werth haben muss. Diese vorläufig noch unbekannte
Grösse bezeichnen wir durch Pακ. Dann erhalten wir:

(31) ωβακ−
Hβ F ′ακ

Gακ
= PακMβ ,ακ.

Hier bedeutet Mβ ,ακ eine lineare Function von x, y, z, die im Punkte β verschwindet, und
die durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

(32) Mβ ,ακ = gβ fβακ S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fβγν fβλνF ′ανG′κνH ′κFβ µ

}
.

§ 13.

Um nun die Grössen Pακ zu bestimmen, vertauschen wir in der Gleichung (31) α mit
β . ωβακ bleibt dann ungeändert; es ist also

Hβ F ′ακ
Gακ

+PακMβ ,ακ =
HαF ′

βκ
Gβκ

+PβκMα,βκ;

oder:
HαF ′

βκ
Gβκ

−
Hβ F ′ακ

Gακ
= PακMβ ,ακ−PβκMα,βκ.

Zunächst formen wir die linke Seite dieser Gleichung um. Diese ist gleich:

HαHκGακF ′
βκ−Hβ HκGβκF ′ακ

HκGακGβκ
,

oder, da
HαHκGακ = RFακ, Hβ HκGβκ = RFβκ
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ist, gleich:
R(FακF ′

βκ−FβκF ′ακ)

HκGακGβκ
.

Der Factor des Zählers
FακF ′

βκ−FβκF ′ακ

ist offenbar eine lineare Function von x, y, z, die in den beiden Punkten (x′, y′, z′) und
(aκ, bκ, cκ) verschwindet. Wenn wir also die Determinante

(33)

∣∣∣∣∣∣
x y z
x′ y′ z′

aκ bκ cκ

∣∣∣∣∣∣
mit Fκ bezeichnen, so muss

FακF ′
βκ−FβκF ′ακ = cFκ

sein, wo c eine Constante bedeutet. Um diese zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) = (aβ , bβ ,
cβ ); dann geht

Fακ in (−1)β |ακ fαβκ, Fκ in (−1)κ|β F ′
βκ, Fβκ in 0

über; dadurch finden wir
c = (−1)α|β fαβκ.

Es ist also

(34) FακF ′
βκ−FβκF ′ακ = (−1)α|β fαβκFκ.

Durch diese Umformung erhalten wir folgende Gleichung:

PακMβ ,ακ−PβκMα,βκ =
(−1)α|β fαβκFκR

HκGακGβκ
.

Wenn man in dieser α und β mit einem dritten Index γ vertauscht, so muss man zu einem
System dreier Gleichungen mit den Unbekannten Pακ, Pβκ, Pγκ gelangen. Vorher wollen
wir die Gleichung noch dadurch reduciren, dass wir von dem Ausdruck Mβ ,ακ den con-
stanten Factor gβ fβακ absondern:

(35) Mβ ,ακ = gβ fβακMβ ,ακ.

Ferner setzen wir zur Abkürzung:

FκR
HκGακGβκGγκ

= Q, (−1)αβ |γ+α|β = ε.
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Da ε ein alternirendes Zeichen ist, so ist gleichzeitig:

(−1)α|β = (−1)αβ |γ
ε, (−1)β |γ = (−1)βγ|α

ε, (−1)γ|α = (−1)γα|β
ε.

Demnach können wir folgende drei Gleichungen aufstellen:

(36)


gγPβκMγ,βκ−gβ PγκMβ ,γκ = (−1)βγ|α

εGακQ,

gαPγκMα,γκ−gγPακMγ,ακ = (−1)γα|β
εGβκQ,

gβ PακMβ ,ακ−gαPβκMα,βκ = (−1)αβ |γ
εGγκQ.

Wenn wir diese der Reihe nach mit

gα fαλ µFαν , gβ fβλ µFβν , gγ fγλ µFγν

multipliciren und dann addiren, so ergiebt sich, der Formel (f) des § 5 zufolge, auf der
rechten Seite Null; auf der linken ein Ausdruck von der Form:

APακ +BPβκ +CPγκ.

Hier ist
A = gβ gγ( fγλ µFγνMβ ,ακ− fβλ µFβνMγ,ακ);

die beiden andern Coefficienten entstehen aus diesem durch cyklische Vertauschung der
Indices α, β , γ . Nun ist, wenn wir zur Abkürzung wieder die beiden Grössen r1 und r2 des
vorigen § einführen:

Mβ ,ακ = fβλνFβ µr1 + fβλ µFβνr2,

Mγ,ακ = fγλνFγµr1 + fγλ µFγνr2.

Daher erhalten wir:

A = gβ gγr1( fλγµ fλβνFβ µFγν − fλβ µ fλγνFγµFβν).

Der in die Klammer eingeschlossene Ausdruck ist, nach Formel (c), gleich
(−1)β |γ+µ|νgαgκGακ; ferner ist

r1 = (−1)ν |µgν fβγνF ′ανG′κνH ′κ;

mithin ergiebt sich:

A =−(−1)β |γgαgβ gγgκgνG′κνH ′κ fβγνF ′ανGακ.
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Das Zeichen (−1)β |γ können wir wieder ersetzen durch (−1)βγ|αε , und die Gleichung

APακ +BPβκ +CPγκ = 0

dividiren durch den allen Coefficienten gemeinsamen Factor

−εgαgβ gγgκgνG′κνH ′κ.

Dann erhalten wir:
S

α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγνF ′ανGακPακ

}
= 0.

Setzen wir nun für den Augenblick

PακGακ = X , PβκGβκ = Y, PγκGγκ = Z,

so besteht zwischen diesen Grössen eine Gleichung

c1X + c2Y + c3Z = 0,

deren Coefficienten nach Formel (a) der Bedingung genügen:

c1 + c2 + c3 = 0.

Es ist also
c1(X−Z)+ c2(Y −Z) = 0.

Wenn wir hier den Index ν mit µ vertauschen, so erhalten wir eine zweite Relation:

c′1(X−Z)+ c′2(Y −Z) = 0,

und da die Determinante der Coefficienten c1c′2− c2c′1 offenbar von Null verschieden ist,
so folgt:

X = Y = Z.

Es zeigt sich also, dass das Product PακGακ einen von den Indices α, κ unabhängigen
Werth hat. Wir können demnach setzen:

(37) Pκλ =
P

Gκλ

.

Die Bestimmung der 21 Grössen Pκλ ist dadurch zurückgeführt auf die einer einzigen, von
den Indices unabhängigen Grösse P. Diese wird nun sehr leicht dadurch bestimmt, dass

wir in irgend einer der Gleichungen (36), z. B. der letzten, Pακ und Pβκ durch
P

Gακ
,

P
Gβκ

ersetzen. So ergiebt sich

gβ

P
Gακ

Mβ ,ακ−gα

P
Gβκ

Mα,βκ = (−1)α|β FκR
GακGβκHκ

,
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oder:

(38) (−1)α|β (gβ GβκMβ ,ακ−gαGα,κMα,βκ) =
FκR
PHκ

.

Die linke Seite dieses Ausdrucks können wir in der abgekürzten Form schreiben:

S
α,β

{
(−1)β |αgαGακMα,βκ

}
,

und da Mα,βκ nach (32) und (35) gegeben ist durch den Ausdruck:

Mα,βκ = S
µ,ν

{
(−1)ν |µgν fαγν fαλνF ′

βν
G′κνH ′κFαµ

}
,

so erhalten wir folgende Gleichung:

(39) S
α,β

S
µ,ν

{
(−1)β |α+ν |µgαgν fανγ fανλ F ′

βν
G′κνFαµGκα

}
=

FκR
PHκH ′κ

.

Hierdurch ist der Factor P bestimmt.
Auf der linken Seite steht hier eine ganze Function von x, y, z und x′, y′, z′, die, wie die

Gleichung zeigt – und wie auch leicht aus ihrer Zusammensetzung zu erkennen ist – von
dem Index κ allein abhängt. Diese bezeichnen wir durch Ωκ. Es ist also die Function Ωκ
definirt durch folgende Gleichungen:

(40)

H ′κΩκ = (−1)α|β (gβ GβκMβ ,ακ−gαGακMα,βκ),

Ωκ = S
α,β

S
µ,ν

{
(−1)β |α+ν |µgαgν fανγ fανλ F ′

βν
G′κνFαµGκα

}
,

von denen die zweite mit der ersten gleichbedeutend ist. Ferner führen wir nicht den Factor

P als neue Function ein, sondern den Quotienten
R
P

, welchen wir mit J bezeichnen. Diese
Function ist dann, der Formel (39) zufolge, definirt durch die Formel:

(41) J =
HκH ′κΩκ

Fκ
,

und es beruhen darauf, dass der Werth dieses Quotienten unabhängig von dem Index κ ist,
wesentliche Eigenschaften der sieben kubischen Functionen Ω1, Ω2 · · ·Ω7. – Endlich ist
der gesuchte Factor Pακ gegeben durch die Gleichung:

(42) Pακ =
R

JGακ
.
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§ 14.

Setzen wir diesen für Pακ gefundenen Ausdruck in die Formel (31) ein, so erhalten wir
zunächst:

ωαβκ =
JHβ F ′ακ +RMβ ,ακ

JGακ
.

Hier multipliciren wir Zähler und Nenner mit Fκ, und ersetzen JFκ durch HκH ′κΩκ. Dann
wird

ωαβκ =
Hβ HκH ′κΩκF ′ακ +RFκMβ ,ακ

GακΩκHκH ′κ
.

Ferner entwickeln wir den Zähler dieses Ausdrucks dadurch, dass wir für H ′κΩκ den in der
ersten von den Gleichungen (40) angegebenen Werth setzen, und gβ fβακMβ ,ακ für Mβ ,ακ
einführen. Dann erhalten wir für die Zähler folgende Darstellung:

(−1)α|β Hβ HκF ′ακ(gβ GβκMβ ,ακ−gαGακMα,βκ)

+gβ fβακRFκMβ ,ακ,

oder:

(R fβακFκ +(−1)α|β Hβ HκGβκF ′ακ)gβ Mβ ,ακ

− (−1)α|β Hβ HκGακF ′ακgαMα,βκ.

Nun ist nach Formel (34):

fβακFκ +(−1)α|β FβκF ′ακ = (−1)α|β FακF ′
βκ.

Multipliciren wir diese mit R, und setzen

Hβ HκGβκ für RFβκ, HαHκGακ für RFακ,

so folgt:
R fαβκFκ +(−1)α|β Hβ HκGβκF ′ακ = (−1)α|β HαHκGακF ′

βκ.

Dadurch geht der für den Zähler aufgestellte Ausdruck in folgenden über:

(−1)α|β HκGακ(gβ HαF ′
βκMβ ,ακ−gαHβ F ′ακMα,βκ).

Dieser Ausdruck ist durch Hκ, Gακ und – da die Grössen Mβ ,ακ und Mα,βκ den Factor
H ′κ enthalten – durch H ′κ theilbar. Wir erhalten also ωαβκ dargestellt in dieser Form:

(43) ωαβκ =
Ωκ,αβ

Ωκ
,
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wo Ωκ,αβ eine biquadratische Function ist, die durch die beiden gleichbedeutenden For-
meln definirt ist:

(44)


H ′κΩκ,αβ = (−1)α |β (gβ HαF ′

βκMβ ,ακ−gαHβ F ′ακMα,βκ),

Ωκ,αβ = S
α,β

S
µ,ν

{
(−1)β |α+ν |µgαgν fαγν fαλνF ′ακF ′

βν
G′κνHβ Fαµ

}
,

Die Definition des Nenners ist durch die entsprechenden Formeln (40) gegeben.
Wir müssen jetzt, nach diesen formalen Entwicklungen, auf die Eigenschaften der zur

Darstellung der Grössen ωκλ µ =
σκσλ σµσκλ µ

σ0
verwandten Functionen Ω genauer einge-

hen.
Ωκ ist eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme (x, y, z) und (x′, y′, z′).

Dies geht so hervor. Wenn man in dem viergliedrigen Ausdruck (40) die beiden Indices
α , β mit µ , ν vertauscht, so erhält man genau dasselbe, wie dann, wenn man die beiden
veränderlichen Werthsysteme vertauscht. Nun ist aber Ωκ von dem Index κ allein abhän-
gig, behält also seinen Werth, wenn die übrigen Indices beliebig untereinander vertauscht
werden. Daraus geht hervor, dass Ωκ auch dann seinen Werth nicht ändert, wenn (x, y, z)
mit (x′, y′, z′) vertauscht wird.

Nun ist ωαβκ selbst eine symmetrische Function der beiden Systeme von Variabeln.
Denn da man in der Gleichung (30) die Indices λ , µ , ν vertauschen kann, so hat man ein
System von drei Gleichungen, mit Hülfe dessen man ωαβκ rational durch die Grössen L,
welche symmetrische Functionen sind, darstellen kann ∗). Folglich muss auch Ωκ,αβ eine
symmetrische Function sein. – Die Grösse J dagegen muss alternirend sein, da Fκ eine
alternirende Function ist.

Betrachten wir nun diese Functionen als abhängig von (x, y, z) allein, so ist offenbar
Ωκ dargestellt durch eine homogene kubische Form, die an allen Stellen 1, 2 · · ·7, mit Aus-
nahme der Stelle κ verschwindet, Ωκ,αβ dagegen durch eine biquadratische Form, die an
allen sieben Stellen ohne Ausnahme verschwindet, und zwar an den Stellen α , β von der
zweiten, an den übrigen von der ersten Ordnung.

Die Curve L = 0 wird nun von der Curve Ωκ = 0, ausser in den sechs von κ ver-
schiedenen Doppelpunkten, noch in 18− 2 · 6 = 6 andern Punkten geschnitten. Aus der
Gleichung (41) folgt:

HκH ′κΩκ
Fκ

=
Hλ H ′

λ
Ωλ

Fλ

,

oder:
HκH ′κΩκFλ = Hλ H ′

λ
Ωλ Fκ.

∗) Durch diese Elimination kommt man genau zu derselben Darstellungsform der Grössen ω . Aber für
die weiterhin wichtige Formel (41) wüsste ich auf diesem Wege keinen Beweis anzugeben.
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Fκ = 0 ist die Gleichung einer Graden, welche durch den Doppelpunkt κ und den willkür-
lichen Punkt x′, y′, z′ gelegt ist. Diese schneidet die Curve sechster Ordnung noch in drei
andern Punkten, die wir mit κ1, κ2, κ3 bezeichnen wollen. Ist nun Fκ = 0, so muss auch
die linke Seite dieser Gleichung verschwinden, und da offenbar weder die Linie Hκ = 0,
noch Fλ = 0 durch die drei Punkte κ1, κ2, κ3 hindurchgeht, so muss in denselben Ωκ = 0
werden.

Es muss aber Ωκ noch in drei andern Punkten verschwinden. Der aufgestellten Glei-
chung zufolge muss alsdann mit Ωκ zugleich einer der Factoren der rechten Seite Hλ , Ωλ ,
Fκ verschwinden. Nun verschwindet die Function Hλ nur in den Doppelpunkten, Fκ nur im
Doppelpunkte κ, dem Punkte x′, y′, z′ (in welchem Ωκ offenbar einen von Null verschie-
denen Werth hat) und den schon erwähnten drei Punkten κ1, κ2, κ3. Folglich muss in den
neuen drei Punkten Ωλ verschwinden. Hieraus geht hervor, dass diese drei Punkte, die wir
durch (I), (II), (III) bezeichnen wollen, allen sieben Curven Ωκ = 0 gemeinschaftlich sind.
Die wesentlichen Eigenschaften der Functionen Ωκ sind also in folgendem geometrischen
Satze ausgesprochen:

Nimmt man auf der Curve sechster Ordnung L = 0 einen Punkt willkürlich an, und legt
durch diesen und einen Doppelpunkt κ eine grade Linie Fκ = 0, so schneidet diese die
Curve L = 0 in drei ferneren Punkten κ1, κ2, κ3. Legt man nun durch diese drei Punkte
und die von κ verschiedenen Doppelpunkte eine Curve dritter Ordnung Ωκ = 0, so trifft
diese die Curve L = 0 wiederum in drei ferneren Punkten. Diese sind unabhängig davon,
welchen der sieben Doppelpunkte κ man gewählt hat, also allen sieben Curven Ωκ = 0,
die man construiren kann, nachdem der willkürliche Punkt fixirt ist, gemeinsam.

Die Nullpunkte der Function Ωκ sind also folgende: Erstens die sechs von κ verschie-
denen Doppelpunkte; zweitens die Punkte κ1, κ2, κ3, in denen Fκ verschwindet; drittens
die von dem Index κ unabhängigen Punkte (I), (II), (III). Es lässt sich nun zeigen, dass in
den drei Punkten κ1, κ2, κ3 nicht nur der Nenner, sondern auch der Zähler des für ωκαβ

aufgestellten Ausdrucks verschwindet. In diesen Punkten ist nämlich

Ωκ = 0, Fκ = 0.

Die letztere Bedingung lässt sich, der Formel (34) zufolge, so schreiben:

FακF ′
βκ−FβκF ′ακ = 0,

oder:
F ′ακ = pFακ, F ′

βκ = pFβκ.

Setzt man dies in die erste der Gleichungen (44) ein, so erhält man:

H ′κΩκ,αβ = (−1)α|β p(gβ HαFβκMβ ,ακ−gαHβ FακMα,βκ),
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oder, wenn man diese Gleichung mit R multiplicirt und RFβκ durch Hβ HκGβκ, RFακ durch
HαHκGακ ersetzt:

RH ′κΩκ,αβ = (−1)α|β pHαHβ Hκ(gβ GβκMβ ,ακ−gαGακMα,βκ).

Dies ist aber zufolge (40) gleich

pHαHβ HκH ′κΩκ.

Da nun Ωκ = 0 ist, so muss auch Ωκ,αβ = 0 sein. Die Function vierter Ordnung Ωκ,αβ hat
im Ganzen 4 · 6 = 24 Nullpunkte, und zwar verschwindet sie an fünf Doppelpunkten von
der ersten, an den beiden übrigen von der zweiten Ordnung. Danach bleiben noch sechs
Nullpunkte übrig; von diesen sind drei bekannt, nämlich κ1, κ2, κ3; ausserdem müssen
noch drei existiren.

Bilden wir jetzt den Quotienten der beiden Grössen

ωαβκ =
σασβ σκσαβκ

σ0
,

ϕαβ = σασβ σαβ ,

so erhalten wir:
σκσαβκ
σαβ σ0

=
Ωκ,αβ

ΩκFαβ F ′
αβ

.

Dies ist der Quotient zweier homogenen Functionen vierter Ordnung von x, y, z, also
eine rationale Function der Verhältnisse dieser Grössen. Der Nenner verschwindet hier in
den Punkten α , β , γ , λ , µ , ν , und zwar in den Punkten α , β von der zweiten Ordnung;
ferner in dem Punktepaare (αβ ) und den sechs Punkten κ1, κ2, κ3; I, II, III. Der Zähler
dagegen verschwindet in den Doppelpunkten α , β , γ , λ , µ , ν , κ, und zwar ebenfalls in den
Punkten α , β von der zweiten Ordnung; ausserdem in den drei Punkten κ1, κ2, κ3 und in
drei ferneren Punkten. Der Quotient wird daher nur in fünf Punkten unendlich, und zwar
nur von der ersten Ordnung; nämlich in den Punkten I, II, III und dem Punktepaare αβ ;
und er verschwindet in dem Doppelpunkte κ und drei andern Punkten.

Nun hat der Quotient
σκ

σαβ

für sich die Eigenschaft, dass er nur unendlich wird in dem

Punktepaare (αβ ) und nur verschwindet in dem Doppelpunkte κ; wenn wir also die For-

mel durch diesen Quotienten dividiren, so erkennen wir, dass der Quotient
σκαβ

σ0
folgende

Eigenschaften hat:
Erstens. Er ist eine irrationale Function der Verhältnisse von x, y, z, die sich aber an

jeder Stelle verhält wie eine rationale, und nur an drei Stellen, nämlich den Punkten I, II,
III, von der ersten Ordnung unendlich wird, und an eben so vielen verschwindet.
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Zweitens. Das Product dieses Quotienten mit

σκ
σαβ

=
√

Hκ√
Hαβ

√
H ′κ√

H ′
αβ

ist eine rationale Function.
Durch diese beiden Bedingungen ist der Quotient

σκαβ

σ0
bis auf einen von (x, y, z) un-

abhängigen Factor, oder, wenn wir hinzunehmen, dass der Ausdruck in Bezug auf beide
Werthsysteme symmetrisch gebildet sein muss, bis auf einen constanten Factor bestimmt.
Wir wollen, um die Art der Irrationalität der σ -Quotienten kurz bezeichnen zu können,
einen besonderen Begriff einführen. Es sei m irgend ein von 0 verschiedener Index, und
m = ab irgend eine der sechs Zerlegungen desselben in zwei ungrade Indices. Wir nennen

dann den Quotienten

√
Ha√
Hb

einen zum Index m gehörigen irrationalen Factor, und bezeich-

nen einen solchen allgemein durch ηm. Ferner sagen wir: eine Function der Verhältnisse
von x, y, z sei mit dem irrationalen Factor ηm behaftet, wenn sie sich darstellen lässt als das
Product von ηm in eine rationale Function. Bei dieser Fassung des Begriffs der behafteten

Functionen ist es offenbar gleichgültig, welchen von den verschiedenen Quotienten

√
Ha√
Hb

,

bei denen ab = m ist, man für ηm nimmt, da nach § 9 das Product und der Quotient zweier
verschiedener dieser Grössen eine rationale Function ist. Ferner gilt für diese Functionen
offenbar der Satz:

Das Product zweier Functionen, von denen die eine mit dem Factor ηm, die andere mit
dem Factor ηn behaftet ist, ist eine mit dem Factor ηmn behaftete Function. Hierbei ist unter
dem Factor η0 1 zu verstehen, also unter einer mit dem Factor η0 behafteten eine rationale
Function.

Wir können jetzt sagen: Der Quotient
σκλ µ

σ0
ist eine mit dem Factor ηκλ µ behaftete

Function von x, y, z, die nur an den Stellen I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung
verschwindet. Diese drei Stellen sind definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben
Functionen Ωκ.

§ 15.

Es bleibt jetzt noch der Quotient einer graden und einer ungraden σ -Function zu be-
stimmen, und zwar genügt es nach dem Vorhergegangenen, einen einzigen dieser Quoti-
enten, z. B.

σ1

σ0
, zu kennen. Wir wissen, dass eine lineare Gleichung besteht zwischen den

Producten:
σαλ σαµ , σβλ σβ µ , σγλ σγµ , σκλ σκµ .
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Vermehrt man in dieser Gleichung die Argumente um dasjenige halbe Periodensystem,
welches zu dem Index κ gehört, so erhält man eine lineare Gleichung zwischen

σακλ σακµ , σβκλ σβκµ , σγκλ σγκµ und σλ σµ .

Dividirt man diese durch σ2
0 , so ist

σακλ

σ0
eine mit dem Factor ηακλ ,

σακµ

σ0
eine mit dem

Factor ηακµ behaftete Function; beide werden nur unendlich an den Stellen I, II, III, und
zwar von der ersten Ordnung. Das Product beider ist also eine mit dem Factor ηλ µ behaftete
Function, welche nur an diesen drei Stellen, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich
wird. Dasselbe gilt von den beiden folgenden Gliedern. Nun wird durch die aufgestellte
Gleichung

σλ σµ

σ2
0

dargestellt durch ein lineares Aggregat dieser drei Grössen; also erhalten

wir
σλ σµ

σ2
0

dargestellt durch eine mit dem Factor ηλ µ behaftete Function Qλ µ , die nur an

den Stellen I, II, III, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich wird.
Da die Function Qλ µ mit dem Factor ηλ µ behaftet ist, so muss das Product

σλ

σµ

Qλ µ =
√

Hλ√
Hµ

√
H ′

λ√
H ′µ

Qλ µ

eine rationale Function sein. Diese könnte, ausser an den Stellen I, II, III, nur im Doppel-

punkte µ unendlich werden. Da aber Qλ µ =
σλ σµ

σ2
0

,
σλ

σµ

Qλ µ also gleich
σ2

λ

σ2
0

und mithin

von dem Index µ unabhängig ist, so kann dieser Ausdruck im Punkte µ nicht unendlich
werden. Daraus folgt, dass in diesem Doppelpunkte die Function Qλ µ verschwinden muss.
Ebenso folgt, dass im Doppelpunkte λ der Werth von Qλ µ gleich Null ist. – Da nun die

Function
σλ σµ

σ2
0

= Qλ µ eine mit dem Factor ηλ µ behaftete Function ist, welche in den

Doppelpunkten λ , µ verschwindet und nur an den Stellen I, II, III unendlich wird, so muss

das Product
σλ

σµ

Qλ µ =
σ2

λ

σ2
0

eine rationale Function sein, die an den Stellen I, II, III von

der zweiten Ordnung unendlich wird, und im Doppelpunkte λ von der zweiten Ordnung
verschwindet. Hierdurch ist dieser Quotient bis auf einen von x, y, z unabhängigen Factor
bestimmt; denn wenn zwei Ausdrücke existirten, welche diese Eigenschaften besitzen, so
wäre ihr Quotient eine rationale Function von nicht höherem als dem zweiten Grade, und
man weiss, dass eine solche Function nicht existiren kann.

Es ist nun leicht, eine Function zu bilden, welche diese Eigenschaften wirklich besitzt.
Bilden wir nämlich zunächst den Quotienten

Fλ Gαλ

Ωλ

,
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welcher im Zähler und Nenner von der dritten Dimension ist, so werden Zähler und Nen-
ner gleichzeitig Null an den fünf von α und λ verschiedenen Doppelpunkten, und an den
Punkten λ1, λ2, λ3, in welchen Fλ und Ωλ verschwinden. Der Quotient ist daher eine ra-
tionale Function fünften Grades, welche unendlich wird an den Stellen I, II, III und dem
Doppelpunkte α , und welche verschwindet im Punkte x′, y′, z′ und im Doppelpunkte λ (wo
Fλ = 0 ist), und ausserdem in dem Punktepaare αλ (wo Gαλ = 0 ist). Multipliciren wir

diese Function jetzt mit dem irrationalen Factor ηλ =
√

Hα√
Hαλ

, so fallen von den Nullpunk-

ten des Nenners der Doppelpunkt α , von denen des Zählers das Punktepaar αλ fort, und
wir erhalten eine mit dem Factor ηλ behaftete Function

Fλ Gαλ

√
Hα

Ωλ

√
Hαλ

,

welche nur in den Punkten I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird, und
welche verschwindet in dem Doppelpunkte λ und dem Punkte x′, y′, z′. Das Quadrat dieser

Function muss nun bis auf einen von x, y, z unabhängigen Factor mit
σ2

λ

σ2
0

, sie selbst also

mit
σλ

σ0
übereinstimmen. Wir erhalten demnach

σλ

σ0
= c

Fλ Gαλ

√
Hα

Ωλ

√
Hαλ

,

wo c einen von xyz unabhängigen Factor bedeutet. Offenbar muss der Ausdruck von
σλ

σ0
in

Bezug auf (x′, y′, z′) in derselben Weise gebildet sein; wir können deshalb setzen:

σλ

σ0
=

1
k

Fλ

Ωλ

Gαλ G′
αλ

√
Hα

√
H ′α√

Hαλ

√
H ′

αλ

,

wo jetzt k eine von x, y, z und x′, y′, z′ unabhängige Constante bedeutet. Nun ist

Gαλ G′
αλ

= χαλ ,

√
Hα

√
H ′α√

Hαλ

√
H ′

αλ

=
σα

σαλ

;

mithin:
σλ

σ0
=

1
k

Fλ

Ωλ

χαλ σα

σαλ

.

Ferner ist

χαλ =
ω̃σαλ

σασλ

, daher
χαλ σα

σαλ

=
ω̃

σλ

;
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daher:
σλ

σ0
=

1
k

Fλ

Ωλ

ω̃

σλ

,

oder:

σ0 =
kσ2

λ

ω̃

Ωλ

Fλ

.

Es ist aber:
ω̃σ

2
λ

= Hλ H ′
λ
, Hλ H ′

λ
Ωλ = JFλ ;

folglich:

(45) σ0 =
kJ
ω̃2 .

Aus dieser Formel geht hervor, dass die Constante k auch von den Indices unabhängig
ist.

Wir wollen der Gleichung, welche
σλ

σ0
bestimmt, noch eine andere Form geben. Aus

(25) geht nämlich hervor, dass

Gαλ

√
Hα√

Hαλ

=
√

R√
Hλ

,
G′

αλ

√
H ′α√

H ′
αλ

=

√
R′√
H ′

λ

ist. Mithin erhalten wir:

(46)
σλ

σ0
=

1
k

Fλ

Ωλ

√
R
√

R′
√

Hλ

√
H ′

λ

.

§ 16.

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die blosse Kenntniss von der Existenz ei-
ner bestimmten Art von σ -Gleichungen genügt, um den Quotienten einer graden und einer
ungraden σ -Function bis auf einen constanten Factor k zu bestimmen. Soll aber der Werth
dieses Factors angegeben werden, so muss diese, oder eine äquivalente Gleichung, wirklich
aufgestellt, und mit ihr die nothwendigen Reductionen vorgenommen werden. Es ist von
vornherein einzusehen, dass auf diese Weise nicht k selbst, sondern nur das Quadrat die-
ser Grösse bestimmt werden kann, so dass das Vorzeichen von k unbestimmt bleibt. Diese
Unbestimmtheit liegt in der Natur der Sache; denn da Fλ eine alternirende, Ωλ dagegen
eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme (x, y, z) und (x′, y′, z′) ist, so zeigt
die Formel (46), dass auch

σλ

σ0
eine alternirende Function dieser beiden Werthsysteme (und

der zu ihnen gehörigen Wurzelgrössen) ist. Deshalb wird, je nachdem wir das eine oder das
andere Werthsystem bevorzugen, auch das Vorzeichen von k den einen oder den anderen
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Werth erhalten. Wir wollen die zur Bestimmung von k2 nothwendige Rechnung nur in ihren
Grundzügen angeben, da diese Untersuchung für das weiterhin Folgende ohne Einfluss ist.

Wir erhalten aus der Fundamental-Gleichung (1), dadurch, dass wir k = κδ , l = λ µδ ,
m = µδ setzen, folgende Theta-Relation:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ cβγµcαδ µ Θβγκ Θαδκ

}
= (−1)µ|κc0cκλ µ Θκµ Θλ .

Daraus folgt, wenn wir die Grössen σ einführen und die Coefficienten umformen:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγλ fαδλ σβγκσαδκ

}
= (−1)µ|κk2

0gκgµσλ σκµ ,

wo der Kürze wegen:

(A) k0 für
lr2

c0

g
f

gesetzt ist. Hieraus folgt:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγλ fαδλ ωβγκωαδκ

}
= (−1)µ|κk2

0gκgµ

σ2
κ

σ2
0

χκµ .

Wenn wir diese Formel mit Ω2
κ multipliciren, so erhalten wir:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγλ fαδλ Ωκ,βγΩκ,αδ

}
(B)

= (−1)µ|κ k2
0

k2 gκgµ

RR′F2
κ

HκH ′κ
χκµ .

Wir haben nun in dem Ausdruck auf der linken Seite, den wir mit Q bezeichnen wollen, für
die Grössen Ω ihre Werthe nach Formel (44):

Hκ
′
Ωκ,βγ = (−1)γ|β (gβ HγF ′

βκMβ ,γκ)−gγHβ F ′γκMγ,βκ,

Hκ
′
Ωκ,αδ = (−1)δ |α(gαHδ F ′ακMα,δκ)−gδ HαF ′

δκMδ ,ακ

einzusetzen. Da die Grössen M lineare Functionen von x, y, z sind, so nimmt hierdurch die
Summe folgende Form an:

Q = Qαβ HαHβ +QαγHαHγ +Qαδ HαHδ +QβγHβ Hγ

+Qβδ Hβ Hδ +Qγδ HγHδ ,
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oder kürzer:

(C) Q = S
α,β ,γ,δ

{
Qαβ HαHβ

}
,

wo die Coefficienten Qαβ quadratische Functionen von x, y, z sind, die zunächst durch
folgende Gleichung definirt werden:

(Hκ
′)2Qαβ = (−1)βγ|αδ+γ|β+δ |αgγgδ fβγλ fαδλ F ′γκF ′

δκMγ,βκMδ ,ακ

+(−1)αγ|βδ+γ|α+δ |β gγgδ fαγλ fβδλ F ′γκF ′
δκMγ,ακMδ ,βκ.

Die lineare Function Mγ,βκ ist nach § 13 durch folgende Formel definirt:

Mγ,βκ = S
α,δ

{
(−1)δ |αgδ fδγλ fδγµF ′

δβ
G′

δκHκ
′Fαγ

}
.

Wir führen nun zur Abkürzung, indem wir die Indices κ, λ , µ als fest, α , β , γ , δ dagegen
als unter einander vertauschbar annehmen, folgende Bezeichnungen ein:

gβ gδ Fαγ

fαγλ fαγµ

F ′
βδ

G′
βκG′

δκ = pαγ ,

fαβλ fαγλ fαδλ fβγλ fβδλ fγδλ = c.

Alsdann ist:

Mγ,βκ = (−1)δ |α fαγλ fαγµ fδγλ fδγµH ′κ
gβ G′

βκ
(pαγ − pδγ);

daher:

Qαβ =
cgγgδ fγδλ f 2

γδ µ
F ′γκF ′

δκ
fαβλ gαgβ G′ακG′

βκ

{
(−1)βγ|αδ fγαµ fβδ µ(pγα − pγδ )(pβδ − pγδ )

+(−1)γα|βδ fβγµ fαδ µ(pβγ − pγδ )(pαδ − pγδ )
}

.

Der Ausdruck in der Klammer lässt sich mit Hülfe der Parametergleichung

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγµ fαδ µ

}
= 0

umformen in folgenden:

(−1)αβ |γδ

[
− S

α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγµ fαδ µ pβγ pαδ

}
+ pγδ S

α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγµ fαδ µ(pβγ + pαδ )

}]
.
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Nun ist, wenn wir für die Grössen p ihre Werthe wieder einführen,

c S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγµ fαδ µ pβγ pαδ

}
= gαgβ gγgδ G′ακG′

βκG′γκG′
δκ S

α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fγαλ fβδλ fαβλ fγδλ FβγFαδ F ′

βγ
F ′

αδ

}
.

Dies ist aber, der Formel (7, B) des § 4 zufolge:

= gαgβ gγgδ G′ακG′
βκG′γκG′

δκg2
κg2

µ χκµ .

Ferner ist:

c S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγµ fαδ µ(pβγ + pαδ )

}
= c S

α,β ,γ,δ

{
(−1)βγ|αδ fβγµ fαδ µ pβγ

}
= c S

α,β ,γ,δ

{
(−1)βγ|αδ

Fβγ

fβγλ

gαgδ G′ακG′
δκ fαδ µF ′

αδ

}
.

Diese lineare Function von x, y, z, welche in Bezug auf die Indices α , β , γ , δ symmetrisch
ist, bezeichnen wir durch F(x, y, z). Endlich ist, da wir

Fγδ durch
HγHδ Gγδ

R

ersetzen können:

pγδ =
gαgβ HγHδ Gγδ

fγδλ fγδ µR
F ′

αβ
G′ακG′

βκ.

Dadurch erhalten wir Qαβ in folgender Form dargestellt:

Qαβ =−(−1)αβ |γδ
g2

γg2
δ

fγδλ f 2
γδ µ

fαβλ

H ′γκH ′
δκg2

κg2
µ χκµ

+(−1)αβ |γδ gγgδ

fγδ µ

fαβλ

F ′
αβ

F ′γκF ′
δκGγδ

HγHδ

R
F(x, y, z).

Bilden wir jetzt die Summe Q = ∑(Qαβ HαHβ ), so ergiebt sich:

Q =−g2
κg2

µ χκµH(x, y, z)+
HαHβ HγHδ

R
F(x, y, z)G(x, y, z),
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wo:

F(x, y, z) = c S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγ|αδ

Fβγ

fβγλ

gαgδ G′ακG′
δκ fαδ µF ′

αδ

}
,

G(x, y, z) = S
α,β ,γ,δ

{
(−1)αβ |γδ gγgδ F ′γκF ′

δκ fγδ µGγδ

F ′
αβ

fαβλ

}
,

H(x, y, z) = S
α,β ,γ,δ

{
(−1)αβ |γδ

g2
γg2

δ
fγδλ f 2

γδ µ
H ′γκH ′

δκHαHβ

fαβλ

}
ist. Alle drei Ausdrücke sind sechsgliedrige Summen, und zwar aus einem Gliede symme-
trisch gebildet durch Vertauschung der Indices α , β , γ , δ . Die beiden ersten lassen sich auf
bekannte Functionen zurückführen, nämlich

F(x, y, z) auf
gκgµG′κµ

H ′κ
Mλ ,κµ ,

G(x, y, z) auf
gκgµFκµ

cH ′µ
Mλ ,κµ .

Die Richtigkeit dieser Umformungen wird am einfachsten dadurch erkannt, dass man
die Identität für eine genügende Anzahl specieller Werthsysteme nachweist. – Dies ange-
nommen, wird der Ausdruck von Q folgender:

Q =−g2
κg2

µ χκµH(x, y, z)+
g2

κg2
µFκµG′κµ

cH ′κH ′µ

HαHβ HγHδ

R
(Mλ ,κµ)2.

Nun können wir
Fκµ durch

HκHµGκµ

R
,

HκHµHαHβ HγHδ

R2 durch
R

Hλ

,

GκµG′κµ durch χκµ

ersetzen. Dann ergiebt sich:

Q = g2
κg2

µ χκµ

(
−H(x, y, z)+

R(Mλ ,κµ)2

cHλ H ′κH ′µ

)
.

Es ist jetzt das Quadrat der linearen Function

Mλ ,κµ = S
α,β

{
(−1)β |αgβ fβγλ fβδλ F ′

β µ
G′

βκH ′κFαλ

}
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zu bilden. Haben wir irgend eine im Punkte λ verschwindende lineare Function von x, y, z,
welche auf die Form aFαλ +bFβλ gebracht ist, so lässt sich ihr Quadrat in der Form AF2

αλ
+

BF2
βλ

+CF2
γλ

darstellen. Da

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγλ Fαλ

}
= 0

ist, so ist

f 2
αβλ

F2
γλ

= f 2
βγλ

F2
αλ

+ f 2
γαλ

F2
βλ
−2(−1)αβ |γ fβγλ fγαλ Fαλ Fβλ ;

daher muss

2ab =−2(−1)αβ |γ fαγλ fβγλ

f 2
αβλ

C

sein. Demgemäss muss, wenn wir den Ausdruck (Mλ ,κµ)2 auf die Form AF2
αλ

+ BF2
βλ

+
CF2

γλ
bringen, der Coefficient von F2

γλ

C = (−1)αβ |γgαgβ f 2
αβλ

fαδλ fβδλ F ′αµF ′
β µ

G′ακG′
βκ(H ′κ)2

sein. Demnach erhalten wir

1
c

(Mλ ,κµ)2 = S
α,β ,γ

{
(−1)αβ |γ gαgβ fαβλ F ′αµF ′

β µ
G′ακG′

βκ(H ′κ)2(Fγλ )2

fγαλ fγβλ fγδλ

}
.

Nun ist F2
γλ

=
HγHλ Hγλ

R
. Setzen wir dies ein, so erhalten wir den Quotienten

R(Mλ ,κµ)2

cHλ H ′κH ′µ
= H ′(x, y, z)

dargestellt in der Form einer Function zweiter Ordnung der Grössen H, H, H:

H ′(x, y, z) = S
α,β ,γ

{
(−1)αβ |γ gαgβ fαβλ F ′αµF ′

β µ
G′ακG′

βκH ′κ
fγαλ fγβλ fγδλ H ′µ

HγHγλ

}
.

Um die Form dieser Function mit der von H(x, y, z) in Uebereinstimmung zu bringen,
drücken wir Hγλ als lineare Function von Hδ , Hα , Hβ , Hαλ als Function von Hδ , Hβ , Hγ ,
Hβλ durch Hδ , Hγ , Hα aus. Dann nimmt H ′(x, y, z) diese Form an:

H ′(x, y, z) = S
α,β ,γ,δ

(hαβ HαHβ ),
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wo der sechsgliedrige Summen-Ausdruck auf der rechten Seite nothwendig in Bezug auf
die Indices α , β , γ , δ symmetrisch gebildet sein muss. Nun kann das Glied hγδ HγHδ

nur aus HγHγλ hervorgehen; und zwar muss der Coefficient hγδ gleich dem Producte des
Coefficienten von HγHγλ in H ′(x, y, z) mit dem Coefficienten c1 in der linearen Function
Hγλ = c1Hδ + c2Hα + c3Hβ sein. Es ist aber nach (21) dieser Coefficient

c1 = (−1)αβ |δ gαgβ fαγλ fβγλ fαβκ fαβ µ ;

daher ist

hγδ = (−1)αβ |γδ
g2

αg2
β

fαβλ fαβκ fαβ µF ′αµF ′
β µ

G′ακG′
βκH ′κ

fγδλ H ′µ
.

Mithin erhalten wir:

Q = g2
κg2

µ χκµ(H ′(x, y, z)−H(x, y, z)),

H ′(x, y, z)

= S
α,β ,γ,δ

{
(−1)αβ |γδ

g2
γg2

δ
fγδκ fγδλ fγδ µF ′γµF ′

δ µ
G′γκG′

δκH ′κHαHβ

fαβλ H ′µ

}
,

H(x, y, z) = S
α,β ,γ,δ

{
(−1)αβ |γδ

g2
γg2

δ
fγδλ f 2

γδ µ
F ′γκF ′

δκG′γκG′
δκHαHβ

fαβλ

}
.

Wenn wir nun die Differenz bilden, so ist

fγδκF ′γµF ′
δ µ

H ′κ
H ′µ

− fγδ µF ′γκF ′
δκ =

H ′γH ′κ
R′

( fγδκF ′
δ µ

G′γµ − fγδ µF ′
δκG′γκ),

da R′F ′γµ = H ′γH ′µG′γµ , R′F ′γκ = H ′γH ′κG′γκ ist. Nach Formel (9) des § 5 ist aber

H ′γH ′κ
R′

( fγδκF ′
δ µ

G′γµ − fγδ µF ′
δκG′γκ) = (−1)κ|µgαgβ gγ fαβλ

H ′γH ′
δ

H ′κ
R′

.

Folglich erhalten wir:

H ′(x, y, z)−H(x, y, z)

=
(−1)κ|µ

R′
S

α,β ,γ,δ

{
(−1)αβ |γδ gαgβ g2

γg2
δ

gλ fγδλ fγδ µG′γκG′
δκH ′γH ′

δ
H ′κHαHβ

}
,

oder, wenn wir

G′γκG′
δκ durch

R′2F ′γκF ′
δκ

H ′γH ′
δ

H ′2κ
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ersetzen:

H ′(x, y, z)−H(x, y, z)

= (−1)κ|µ gR′

gκgµH ′κ
S

α,β ,γ,δ

{
(−1)αβ |γδ gγgδ fγδλ fγδ µF ′γκF ′

δκHαHβ

}
.

Den Summen-Ausdruck, welcher hier als Factor der rechten Seite der Gleichung auftritt,
betrachten wir als abhängig von x′, y′, z′ und bezeichnen ihn durch ϕ(x′, y′, z′). Diese
Grösse ist dann eine quadratische Function, die im Punkte κ von der zweiten Ordnung ver-
schwindet. Setzen wir (x′, y′, z′) = (aα , bα , cα), so reducirt sich die Summe auf folgende:

ϕ(aα ,bα ,cα) = Hα S
β ,γ,δ

{
(−1)β |γδ gγgδ fγδλ fγδ µ fγκα fδκαHβ

}
.

Dies ist aber, der Gleichung (21) zufolge, nichts anderes als HαHακ und da

HαHακ =
RF2

ακ
Hκ

ist, so ergiebt sich:

ϕ(aα ,bα ,cα) =
RF2

ακ
Hκ
·

Nun ist

(−1)α|κFακ =

∣∣∣∣∣∣
x y z

aα bα cα

aκ bκ cκ

∣∣∣∣∣∣ , Fκ =

∣∣∣∣∣∣
x y z
x′ y′ z′

aκ bκ cκ

∣∣∣∣∣∣ ;
es ist also (−1)α|κFακ der Werth, den die Function Fκ annimmt, wenn (x′, y′, z′) = (aα ,
bα , cα) gesetzt wird. Daraus folgt, dass im Punkte α

ϕ(x′, y′, z′) =
RF2

κ
Hκ

ist. Diese Gleichung muss nun identisch, für alle Werthe von (x′, y′, z′) gelten. Denn da sie
besteht für den Punkt α , so muss sie, der Symmetrie wegen, auch für die Punkte β , γ , δ

gelten; ferner wird sowohl ϕ(x′, y′, z′) als auch F2
κ im Punkte κ von der zweiten Ordnung

Null; und da beide Seiten dieser Gleichung homogene quadratische Functionen von x′, y′,
z′ sind, so muss sie eine Identität sein. Wir erhalten also:

H ′(x, y, z)−H(x, y, z) = (−1)κ|µ gRR′F2
κ

gκgµHκH ′κ
,

und somit:

Q = (−1)κ|µggκgµ χκµ

RR′F2
κ

HκH ′κ
.
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Hiermit ist die Reduction der linken Seite der Gleichung (B) vollendet, und es ergiebt sich
der Werth des Verhältnisses:

k2
0

k2 =−g.

Daraus folgt, nach (A):

(47) k2 =− l2r4

c2
0

g
f 2 .

§ 17.

Es bleibt nun noch übrig, die Argumente u, u′, u′′ selbst als Functionen der beiden
Werthsysteme (x, y, z) und (x′, y′, z′) darzustellen. Dadurch wird dann auch, mittelbar, die
Beziehung festgestellt, in welche die Argumente zu einander durch die im § 5 willkür-
lich angenommene Gleichung zwischen den Grössen L gesetzt sind. Wir gehen von einer
Differentialgleichung aus, die wir aus dem Additionstheorem ableiten.

Wir setzen in dem allgemeinen Additionstheorem (Gleichung (39) des ersten Theils)
die Grössen v und w einander gleich, und führen das Doppelte dieser Grössen ein, also

v = w = 1
2a, v′ = w′ = 1

2a′, v′′ = w′′ = 1
2a′′;

ferner ersetzen wir

u durch u+ 1
2a, u′ durch u′+ 1

2a′, u′′ durch u′′+ 1
2a′′.

Dann geht diese Gleichung über in folgende:

c0 Θ(a · · ·)kl Θ(u+a · · ·)km Θ(u · · ·)lm

=
7

∑
α=0

[(−1)(kα,lα,mα)cmα Θ(a · · ·)klmα Θ(u+a · · ·)kα Θ(u · · ·)lα ].

Jetzt geben wir den Indices k, l, m bestimmte Werthe, nämlich k den Werth 0, l den
Werth κ und m den Werth κλ µ . Dann folgt:

c0 Θ(a · · ·)κ Θ(u+a · · ·)κλ µ Θ(u · · ·)λ µ

=
7

∑
α=0

[(−1)(α,κα,κλ µα)cακλ µ Θ(a · · ·)αλ µ Θ(u+a · · ·)α Θ(u · · ·)ακ].

In dieser Summe verschwinden diejenigen Glieder, die den Indices α = κ, λ , µ entspre-
chen. Für α = 0 wird

(α, κα, κλ µα) = (0, κ, κλ µ)≡ 0 mod 2.
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Verstehen wir dagegen unter α , β , γ , δ die vier von κ, λ , µ verschiedenen primitiven
Indices, so ist

(α,κα, κλ µα) = (κλ µβγδ , κα, κλ µα)
≡ κα | α +α | κα +α | κλ µα;

und dies ist ≡ α | κλ µ , oder, was dasselbe ist, ≡ βγδ | α . Demnach ergiebt sich:

c0 Θ(a · · ·)κ Θ(u+a · · ·)κλ µ Θ(u · · ·)λ µ − cκλ µ Θ(a · · ·)λ µ Θ(u+a · · ·)0 Θ(u · · ·)κ

= S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |αcβγδ Θ(a · · ·)αλ µ Θ(u+a · · ·)α Θ(u · · ·)ακ

}
.

Wenn wir in diese Gleichung für die Grössen a, a′, a′′ die Differentiale der Argumente:
du, du′, du′′ einsetzen, so erhalten wir folgende Differentialgleichung:

c0 Θλ µ Θκλ µduκ− cκλ µ Θκ Θ0duλ µ

= S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |αcβγδ cαλ µ Θακd Θα

}
.

In dieser Formel wollen wir die Theta-Functionen durch die entsprechenden σ , und ebenso
die Anfangsglieder uλ µ und uκ der Functionen Θλ µ und Θκ ersetzen durch lλ µvλ µ und
lκvκ, wo vλ µ und vκ die im ersten Theil eingeführten Anfangsglieder der entsprechenden
σ -Functionen sind. Dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Form an:

σλ µσκλ µdvκ−σκσ0dvλ µ = S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α eβγδ eαλ µ lακlα

eκλ µ lλ µ lκ
σακdσα

}
.

Der Nenner des Ausdrucks
eβγδ eαλ µ lακlα

eκλ µ lλ µ lκ

ist, da nach Gleichung (68) und (79) des ersten Theils

eκλ µ =
eeκλ eκµeλ µ

reκeλ eµ lκlλ lµ fκλ µ

,

lλ µ =
f gλ gµ

rg2lλ lµeλ µ

ist, gleich:
e f gλ gµeκλ eκµ

r2g2eκeλ l2
λ

eµ l2
µ fκλ µ

,
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und dies ist, der Gleichung (69) zufolge:

=
e f eκλ eκµ

r10l4g2eκ fκλ µ

.

Der Zähler dagegen ist schon in § 2 umgestaltet und hat dort folgende Form erhalten:

e2g7gκeκλ eκµ

r3l f 6eκgλ gµ

fγδκ fδβκ fβγκ.

Wenn wir also den Quotienten bilden, so erhalten wir folgendes:

eg9r7l3gκ fγδκ fδβκ fβγκ fκλ µ

f 7gλ gµ

.

Nun ist nach (71) und (72):

e =− f 4

g5 , l3r7 =
f 3

g4 ;

daher:
eg9r7l3

f 7 =−1.

Demnach erhalten wir:

σλ µσκλ µdvκ−σκσ0dvλ µ =−
gκ fκλ µ

gλ gµ

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκσακdσα

}
.

Multipliciren wir diese Gleichung mit σκ, so wird

σκσλ µσκλ µ =
σ0σλ µ

σλ σµ

ωκλ µ =
σ0

ω̃
χλ µωκλ µ ,

σ
2
κσ0 =

σ0

ω̃
ψκ,

σκσακdσα = ϕακd logσα .

Nun ist aber, da ω̃σ2
α = ψα ist,

2d logσα +d log ω̃ = d logψα ;

folglich
σκσακdσα = 1

2ψακ d logψα − 1
2ϕακ d log ω̃.

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so fällt der mit d log ω̃ multiplicirte Ausdruck fort, da
nach § 2:

S
{

(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκϕακ

}
= 0
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ist, und wir erhalten:

σ0

ω̃
(χλ µωκλ µ dvκ−ψκ dvλ µ)(48)

=−
gκ fκλ µ

2gλ gµ

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκϕακ d logψα

}
.

Diese Formel wird zur Darstellung der Differentiale dvκ und dvλ µ führen. Wir denken uns
für die Grössen ϕ,χ,ψ,ω ihre Ausdrücke durch (x, y, z) und (x′, y′, z′) eingesetzt. Unter
dieser Voraussetzung transformiren wir zunächst die Summe

S = S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκϕακ d logψα

}
.

Da ψα = HαH ′α , mithin
d logψα = d logHα +d logH ′α

ist, so zerfällt die Summe S in zwei Theile

S = S1 +S2,

von denen
S1 = S

α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκFακF ′ακ d logH ′α

}
ist, während S2 aus S1 durch Vertauschung von (x, y, z) mit (x′, y′, z′) hervorgeht. Der Aus-
druck S1 ist nun in Bezug auf x, y, z eine lineare Function, die im Punkte κ verschwindet.
Es ist ferner diese lineare Function symmetrisch in Bezug auf die vier Indices α , β , γ ,
δ . Untersuchen wir jetzt, welchen Werth S1 in einem dieser Punkte, z. B. in δ , annimmt.
Alsdann ist Fδκ = 0; Fακ geht über in (−1)δ |ακ fδακ, daher

(−1)βγδ |αFακ in (−1)δ |κ(−1)βγ|α fδακ.

Somit erkennen wir, dass der Werth von S1 im Punkte δ durch folgenden Ausdruck gegeben
ist:

(−1)δ |κ fδακ fδβκ fδγκ S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγκF ′ακ d logH ′α

}
.

Nun lehrt aber die Formel (28), dass der hier auftretende Summenausdruck ersetzt werden
kann durch folgendes Product:

√
H ′

δλ

√
H ′

δ µ

√
H ′

λ µ
H ′κ

gαgβ gγgκ(
√

R′)3
∆
′.
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Vergleichen wir hiermit den Werth, welchen die – im Punkte κ gleichfalls verschwin-
dende – lineare Function Mκ,λ µ im Punkte δ annimmt. Diese ist, nach (32), durch folgen-
den Ausdruck gegeben:

Mκ,λ µ = S
γ,δ

{
(−1)δ |γgδ fκδα fκδβ F ′

δλ
G′

δ µ
Hµ
′Fγκ

}
;

sie nimmt also, wenn wir (x, y, z) = (aδ , bδ , cδ ) setzen, wodurch Fδκ = 0 wird, den Werth
an:

(−1)δ |κ fδακ fδβκ fδγκgδ F ′
δλ

G′
δ µ

H ′µ .

Für F ′
δλ

G′
δ µ

H ′µ können wir setzen:
√

H ′
λ

√
H ′µ
√

H ′
δλ

√
H ′

δ µ
. Die Werthe der beiden linearen

Functionen S1 und Mκ,λ µ im Punkte δ sind demnach folgende:

(−1)δ |κ fδακ fδβκ fδγκ

√
H ′

δλ

√
H ′

δ µ

√
H ′

λ µ
H ′κ

gαgβ gγgκ(
√

R′)3
∆
′,

und
(−1)δ |κ fδακ fδβκ fδγκgδ

√
H ′

λ

√
H ′µ
√

H ′
δλ

√
H ′

δ µ
.

Beide Ausdrücke unterscheiden sich von einander nur durch den Factor

H ′κ
√

H ′
λ µ

∆′

gαgβ gγgδ gκ
√

H ′
λ

√
H ′µ(
√

R′)3
,

der auf die Form
gλ gµH ′κG′

λ µ
∆′

gR′2

gebracht werden kann, und sich nicht ändert, wenn α mit β , γ oder δ vertauscht wird.
Mithin gilt für alle vier Punkte α , β , γ , δ die Gleichung:

S1 =
gλ gµH ′κG′

λ µ
∆′

gR′2
Mκ,λ µ ;

und da dies eine lineare Gleichung in (x, y, z) ist, so muss sie für alle Werthe dieser Grössen
bestehen. Hiermit ist also bewiesen, dass sich die Function S1 von Mκ,λ µ nur um einen von
x, y, z unabhängigen Factor unterscheidet.

Nun steht aber die Function Mκ,λ µ (wie aus (31) und (42) hervorgeht), mit der Grösse
ωκλ µ in folgendem Zusammenhange:

ωκλ µ −
HκF ′

λ µ

Gλ µ

= gκ fκλ µ

R
JGλ µ

Mκ,λ µ ;
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es ist also:
gκ fκλ µMκ,λ µ =

J
R

(
Gλ µωκλ µ −HκF ′

λ µ

)
.

Daraus folgt:

gκ fκλ µS1 =
gλ gµJ∆′

gRR′2

(
χλ µωκλ µH ′κ−ψκH ′

λ µ

)
.

S2 erhalten wir hieraus, indem wir (x, y, z) mit (x′, y′, z′) vertauschen. Die alternirende
Function J verwandelt sich dabei in −J. Es ist also:

gκ fκλ µS2 =
−gλ gµJ∆

gR′R2

(
χλ µωκλ µHκ−ψκHλ µ

)
.

Nun ist nach der Gleichung (48):

χλ µωκλ µdvκ−ψκdvλ µ =
−gκ fκλ µ(S1 +S2)

2gλ gµ

ω̃

σ0
.

Wenn man hier für S1 und S2 die gefundenen Werthe einsetzt, so erhält man:

χλ µωκλ µdvκ−ψκdvλ µ =−
1
2Jω̃∆′

gRR′2σ0

(
χλ µωκλ µH ′κ−ψκH ′

λ µ

)
+

1
2Jω̃∆

gR′R2σ0

(
χλ µωκλ µHκ−ψκHλ µ

)
.

Dieser Gleichung können wir folgende Form geben:

χλ µωκλ µ

(
dvκ−

1
2Jω̃Hκ

gR′R2σ0
∆+

1
2Jω̃H ′κ
gRR′2σ0

∆
′

)

= ψκ

(
dvλ µ −

1
2Jω̃Hλ µ

gR′R2σ0
∆+

1
2Jω̃H ′

λ µ

gRR′2σ0
∆
′

)
.

Hier ist nun leicht zu sehen, dass die mit χλ µωκλ µ und ψκ multiplicirten Ausdrücke gleich
Null sein müssen. Denn es ist allgemein

dvm = amdu+bmdu′+ cmdu′′,

Hm = amH +bmH + cmH,

H ′m = amH ′+bmH ′+ cmH
′
.

Dadurch nimmt auch der Ausdruck

dvm−
1
2Jω̃Hm

gR′R2σ0
∆+

1
2Jω̃H ′m
gRR′2σ0

∆
′
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die Form
amϑ +bmϑ

′+ cmϑ
′′ = ϑm

an, wo ϑ , ϑ ′, ϑ ′′ von dem Index m unabhängige Grössen bedeuten. Führt man für den
Augenblick diese Grössen ϑm ein, so ergiebt die aufgestellte Gleichung:

χλ µωκλ µϑκ = ψκϑλ µ .

Diese Formel kann nur dadurch bestehen, dass allgemein ϑκ und ϑλ µ gleich Null ist.
Am klarsten wird dies erkannt, wenn wir die am Anfange des vorigen Paragraphen aufge-
stellte Gleichung

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|αδ fβγλ fαδλ ωβγκωαδκ

}
= (−1)µ|κgκgµk2

0
σ2

κ
σ2

0
χκµ

zu Hülfe nehmen. Angenommen nämlich, dass die Grössen ϑm von Null verschieden wä-
ren, so wäre

ωκλ µ =
ψκ
ϑκ
·

ϑλ µ

χλ µ

,

also

ωβγκ =
ψβ

ϑβ

ϑγκ
χγκ

, ωαδκ =
ψα

ϑα

ϑδκ
χδκ

,

mithin

ωβγκωαδκ =
ψαψβ

ϑαϑβ

ϑγκϑδκ
χγκχδκ

= ωγακωβδκ.

Die drei Producte
ωβγκωαδκ, ωγακωβδκ, ωαβκωγδκ

wären demnach einander gleich; und da die Summe der Coefficienten des Ausdrucks auf
der linken Seite gleich Null ist, so würde sich ergeben:

σ2
κ

σ2
0

χκµ = 0,

was unmöglich ist. Es zeigt sich also, dass wir allgemein ϑm = 0 zu setzen haben. Hiermit
ist die Darstellung der Differentiale gefunden, nämlich:

dvm =
1
2Jω̃Hm

gR′R2σ0
∆−

1
2Jω̃H ′m
gRR′2σ0

∆
′.



114 Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln.

Diese Darstellung ist jetzt dadurch zu vereinfachen, dass für σ0 derjenige Werth gesetzt

wird, der sich in § 15, Gleichung (45) ergab. Es war dort σ0 =
kJ
ω̃2 . Nun folgt aus den

Gleichungen:

χκλ =
ω̃σκλ

σκσλ

, ψκ = ω̃σ
2
κ, ψλ = ω̃σ

2
λ
,

dass
ψκψλ χκλ = ω̃

3
ϕκλ

ist. Ersetzen wir diese Grössen durch ihre Ausdrücke in x, y, z, x′, y′, z′, so folgt:

HκHλ Gκλ ·H ′κH ′
λ

G′κλ
= ω̃

3Fκλ F ′κλ
;

und da
HκHλ Gκλ = RFκλ , H ′κH ′

λ
G′κλ

= R′F ′κλ

ist, so erhalten wir:
ω̃

3 = RR′.

Setzt man dies in den Ausdruck von σ0 ein, so wird σ0 =
kJω̃

RR′
; daher:

dvm =
1

2gk

(
Hm

∆

R
−H ′m

∆′

R′

)
.

Nun ist

Hm = amH +bmH + cmH,

vm = amu +bmu′ + cmu′′;

daher erhalten wir die Differentiale der Argumente durch folgende Formeln ausgedrückt:

du =
1

2kg

(
H∆

R
− H ′∆′

R′

)
,

du′ =
1

2kg

(
H∆

R
− H ′∆′

R′

)
,

du′′ =
1

2kg

(
H∆

R
− H ′∆′

R′

)
.

Die Integrale ∫ H∆

2kgR
,
∫ H∆

2kgR
,
∫ H∆

2kgR
,



Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 115

ausgedehnt auf einem bestimmten Integrationswege von einer beliebigen, aber festen unte-
ren Grenze a, b, c bis zu dem veränderlichen Punkte x, y, z bezeichnen wir durch

U(x, y, z), U ′(x, y, z), U ′′(x, y, z).

Es ist dann

u =
x,y,z∫

x′,y′,z′

(dU)+ c, u′ =
x,y,z∫

x′,y′,z′

(dU ′)+ c′, u′′ =
x,y,z∫

x′,y′,z′

(dU ′′)+ c′′,

wo c, c′, c′′ die von x, y, z und x′, y′, z′ unabhängigen Integrations-Constanten bedeuten;
oder:

u = U(x, y, z)−U(x′, y′, z′)+ c,
u′ = U ′(x, y, z)−U ′(x′, y′, z′)+ c′,
u′′ = U ′′(x, y, z)−U ′′(x′, y′, z′)+ c′′.

Es ist offenbar, dass die Constanten c, c′, c′′ auf mehr als eine Art bestimmt werden kön-
nen, da die Integrale, durch welche die Argumente dargestellt sind, mehrdeutige Functionen
sind. Es frägt sich nun: Welche Werthe können diesen Constanten ertheilt werden? Unsere
ganze Untersuchung ist begründet auf der Voraussetzung, dass die Determinante der sechs
Grössen L11, L12 etc. gleich Null gesetzt werde. Diese Determinante ist eine Function, die
gleichzeitig mit den Argumenten verschwindet. Es muss daher möglich sein, diese Glei-
chung so aufzulösen, dass die absoluten Beträge der Argumente beliebig kleine Grössen
sind.

Werden die Argumente geradezu gleich Null gesetzt, so verschwinden alle diejenigen
σ -Quotienten, deren Zähler eine ungrade, und deren Nenner eine grade σ -Function ist.
Nun findet aber ein gemeinsames Verschwinden aller dieser Quotienten nur statt in dem
Punkte (x, y, z) = (x′, y′, z′); es müssen also −c, −c′, −c′′ diejenigen Werthe sein, welche
die Integrale

x,y,z∫
x′,y′,z′

dU,

x,y,z∫
x′,y′,z′

dU ′,

x,y,z∫
x′,y′,z′

dU ′′

erhalten, wenn man die obere Grenze mit der unteren zusammenfallen lässt. Es sind also c,
c′, c′′ im Allgemeinen ein System von Integral-Perioden; speciell sind diese Grössen gleich
Null zu setzen, wenn die Integrale so definirt werden, dass sie verschwinden, wenn die
obere Grenze der unteren gleichgesetzt wird.

Andrerseits verschwindet die Determinante der Grössen L auch dann, wenn für u, u′, u′′

ein vollständiges Periodensystem 2ω̃ , 2ω̃ ′, 2ω̃ ′′ gesetzt wird. Nimmt man u, u′, u′′ in der
Nähe eines solchen Systems an, und definirt die Integrale wieder so, dass sie verschwinden,
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wenn (x, y, z) mit (x′, y′, z′) zusammenfällt, so wird c = 2ω̃ , c′ = 2ω̃ ′, c′′ = 2ω̃ ′′. Diese
verschiedenen Lösungen können nicht wesentlich verschieden sein, sondern müssen durch
Aenderung der Integrationswege in einander übergehen. Daraus geht hervor, dass jedes
Periodensystem 2ω̃ , 2ω̃ ′, 2ω̃ ′′ auch ein Periodensystem der drei Integrale U , U ′, U ′′ sein
muss, und umgekehrt. Wir können daher die Grössen c, c′, c′′ allgemein gleich Null, also

(49)



u =
x,y,z∫

x′,y′,z′

(dU),

u′ =
x,y,z∫

x′,y′,z′

(dU ′),

u′′ =
x,y,z∫

x′,y′,z′

(dU ′′)

setzen; wird x, y, z in der Nähe von x′, y′, z′ angenommen, so erhalten wir, je nach der Wahl
des Integrationsweges, ein Werthsystem u, u′, u′′, das der Umgebung des Nullpunktes, oder
irgend eines Periodensystems 2ω̃ , 2ω̃ ′, 2ω̃ ′′ angehört.

Es ist

(50) U =
∫ H∆

2kgR
, U ′ =

∫ H∆

2kgR
, U ′′ =

∫ H∆

2kgR
.

Der Formel (29) zufolge ist das Differential ∆ durch folgenden Ausdruck gegeben:

∆ = xdH + ydH + zdH.

Da aber nach (26) die Identität besteht:

xH + yH + zH = 0,

so ist auch
∆ =−(Hdx+Hdy+Hdz).

Je nachdem man die Integrale als Functionen von x, y, z, oder von H, H, H auffassen will,
hat man die eine oder die andere Darstellung zu wählen.

Diese drei Integrale:
∫

dU ,
∫

dU ′,
∫

dU ′′ haben die Eigenschaft, dass sie an keiner Stelle
des Gebildes unendlich werden.

Wir fassen die drei Grössen H, H, H, als Integrationsvariable auf, und betrachten das
Integral ∫ Hν∆

R
.
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Dieses lässt sich mit Hülfe der Relation

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fβγνFανd logHα

}
=
√

Hλ µ

√
Hµκ
√

Hκλ

gαgβ gγgν

√
R

Hν∆

R
,

welche in § 10 aufgestellt worden ist, in zwei Theile zerlegen. Da nämlich in dem Ausdruck
auf der linken Seite die Summe der mit d logHα , d logHβ , d logHγ multiplicirten Grössen
gleich Null ist, so können wir diesem Ausdruck folgende Form geben:

cFαν(d logHα −d logHγ)+ c′Fβν(d logHβ −d logHγ).

Nun ist

d logHα −d logHγ = 2d log

√
Hα√
Hγ

= 2

√
Hγ√
Hα

d

(√
Hα√
Hγ

)
,

Fαν =
√

Hα

√
Hν

√
Hαν√

R
;

dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Gestalt an:

c1

√
Hγ

√
Hν

√
Hαν√

Hλ µ

√
Hµκ
√

Hκλ

d

(√
Hα√
Hγ

)
+ c2

√
Hγ

√
Hν

√
Hβν√

Hλ µ

√
Hµκ
√

Hκλ

d

(√
Hβ√
Hγ

)
=

Hν∆

R
.

Das Integral
∫ Hν∆

R
zerfällt dadurch in zwei Theile, deren jeder nur in den Berührungs-

punkten der Doppeltangenten Hλ µ = 0, Hµκ = 0, Hκλ = 0, Hγ = 0 unendlich wird. Wir
können aber in dem Ausdruck dieses Integrals die sechs von ν verschiedenen Indices belie-
big unter einander vertauschen. Vertauscht man κ, λ , µ mit α , β , γ , so erhält man eine neue
Form, aus der hervorgeht, dass das betrachtete Integral in den angegebenen acht Punkten
nicht unendlich wird. Mithin kann das Integral∫ Hν∆

R
an keiner Stelle des durch die Gleichung M = 0 definirten Gebildes unendlich werden,
sondern muss an jeder den Charakter einer ganzen rationalen Function behalten.

Da dies für alle sieben primitiven Indices gilt, so überträgt sich diese Eigenschaft un-
mittelbar auf die Integrale ∫ H∆

2kgR
,
∫ H∆

2kgR
,
∫ H∆

2kgR
,

die wir die Normal-Integrale erster Gattung nennen; und die Integrale müssen diese Eigen-
schaft auch besitzen, wenn wir sie nicht als Functionen von H, H, H, sondern von x, y, z
betrachten.
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§ 18.

Wir haben bis jetzt nicht die σ -Functionen selbst, sondern nur die Quotienten derselben
als abhängig von x, y, z und x′, y′, z′ aufgefasst. Es lassen sich aber Differentialgleichun-
gen aufstellen, welche die Grössen σm selbst, und zwar zunächst durch ihre Logarithmen
definiren. Die Reduction dieser Gleichungen auf diejenige einfachere Form, in der sie er-
scheinen bei der von den Integralen ausgehenden Theorie der Abel’schen Functionen, ist
indess mit nicht geringen formalen Schwierigkeiten verbunden. Wir beschränken uns des-
halb darauf, nur die wichtigsten Eigenschaften dieser Transcendenten anzugeben, welche
ohne Rechnung erkannt werden können.

Wir wissen, dass jede der Functionen σ(u, u′, u′′)m entwickelt werden kann in eine stets
convergirende Potenzreihe der Argumente u, u′, u′′. Diese Argumente selbst sind durch
Integrale erster Gattung dargestellt worden, welche an jeder Stelle des algebraischen Ge-
bildes (x, y, z) den Charakter ganzer rationaler Functionen haben. Daraus folgt, dass auch
die Function σ(u, u′, u′′)m, als abhängig von x, y, z betrachtet, an keiner Stelle des alge-
braischen Gebildes unendlich werden kann, sondern überall den Charakter einer ganzen
rationalen Function besitzen muss. Lässt man den veränderlichen Punkt (x, y, z) eine ge-
schlossene Linie durchlaufen, so ändern sich die Normal-Integrale erster Gattung allgemein
um ein Periodensystem 2ω̃ , 2ω̃ ′, 2ω̃ ′′; es geht also σ(u, u′, u′′)m über in:

σ(u+2ω̃ · · ·)m = eη(u,u′,u′′; p,q)(−1)∑(pεm−qδ m)
σ(u · · ·)m.

Die Transcendente σm ändert sich also auf einem Periodenwege um einen Exponentialfac-
tor, dessen Exponent eine lineare Function von u, u′, u′′, d. h. ein Integral erster Gattung
ist.

Diese Exponentialfactoren werden an keiner Stelle Null oder unendlich. Daher hat die
Frage: an welchen Punkten wird die Function σm gleich Null? eine bestimmte Bedeutung.
Denn wenn irgend ein Zweig der Function an einer Stelle des Gebildes verschwindet, so
muss auch jedes durch analytische Fortsetzung daraus abgeleitete Element an derselben
Stelle den bestimmten Werth Null haben.

Wir wissen, dass jeder Quotient
σm

σ0
an drei Punkten verschwindet, und an drei von

dem Index m unabhängigen Stellen unendlich wird. Nun kann der Quotient
σm

σ0
, da σm und

σ0 nie unendlich werden, nur dadurch verschwinden, dass der Zähler verschwindet, und
nur dadurch unendlich gross werden, dass der Nenner verschwindet. Es sind also für jeden
Index m (m = 0 eingeschlossen) drei Punkte von vornherein bekannt, in denen σm = 0 wird.
Es ist nun zu beweisen, dass σm nur an diesen drei Stellen verschwindet.

Das logarithmische Differential von σm lässt sich, wenn wir diese Function als abhängig
von x, y, z betrachten, in folgender Weise darstellen:

d(logσm) =
∂ logσm

∂u
dU +

∂ logσm

∂u′
dU ′+

∂ logσm

∂u′′
dU ′′.
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Die Differentialquotienten sind hier so zu bilden, als ob u, u′, u′′ unabhängige Grössen
wären, dann aber die beschränkten Werthe derselben einzusetzen. Lässt sich nun beweisen,
dass die drei Grössen

∂ logσm

∂u
,

∂ logσm

∂u′
,

∂ logσm

∂u′′
nur in den drei bekannten, zum Index m gehörigen Punkten unendlich werden, so folgt, da
dU, dU ′, dU ′′ Differentiale nie unendlich werdender Functionen sind, dass auch log(σm)
nur an den drei bekannten Stellen unendlich wird. Nun bilden wir in derselben Weise:

d
(

∂ logσm

∂u

)
=

∂ 2 logσm

∂u2 dU +
∂ 2 logσm

∂u∂u′
dU ′+

∂ 2 logσm

∂u∂u′′
dU ′′.

Hier sind die drei mit dU, dU ′, dU ′′ multiplicirten Ausdrücke, wenn wir u, u′, u′′ als unbe-
schränkt veränderliche Grössen auffassen, periodischen Functionen der Argumente. Denn
es ist log(σm) eine Function von u, u′, u′′, die sich um eine additiv hinzutretende lineare
Function 2η̃u + 2η̃ ′u′+ 2η̃ ′′u′′+ Const. ändert, wenn die Argumente um ein Perioden-

system vermehrt werden; die ersten Ableitungen
∂ logσm

∂u
etc. ändern sich daher nur um

die Constanten 2η̃ , 2η̃ ′, 2η̃ ′′, die zweiten:
∂ 2 logσm

∂u2 etc. bleiben ungeändert. Ferner haben

diese zweiten Ableitungen die Eigenschaft, dass das Product einer jeden mit σ2
m eine stets

endlich bleibende Function ist; denn jedes dieser Producte lässt sich darstellen durch eine
ganze Function von σm und ihren Ableitungen. Nun haben alle Quadrate der 64 Functio-
nen σm die Eigenschaft, dass sie sich um denselben Exponentialfactor vermehren, wenn
die Argumente um ein Periodensystem vermehrt werden:

{σ(u+2ω̃ · · ·)m}2 = e2η(u··· ; p,q) {σ(u · · ·)m}2 .

Es sind also diese 64 Functionen σ2
m, ebenso wie die Producte

σ
2
m

∂ 2 logσm

∂u2 , σ
2
m

∂ 2 logσm

∂u∂u′
etc.,

der Definition des § 2 im ersten Theil zufolge, Theta-Functionen zweiten Grades mit einer
Charakteristik, deren Elemente µ, ν sämmtlich Null sind. Da aber, wie dort gezeigt ist, nur
rρ linear unabhängige Theta-Functionen rten Grades von einer bestimmten Charakteristik

existiren, so muss zwischen σ2
m

∂ 2 logσm

∂u2 und acht Quadraten von Theta-Functionen eine
lineare homogene Gleichung bestehen. Wir wählen die acht Quadrate:

σ
2
0 , σ

2
1 , σ

2
2 · · ·σ2

7 .

Zwischen diesen acht Grössen besteht keine lineare Gleichung von der Form:

Aσ
2
0 +A1σ

2
1 + · · ·+A7σ

2
7 = 0,
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so lange die Argumente als unbeschränkt gedacht werden. Denn angenommen, dass eine
solche Gleichung existirte, so verschwinden, wenn wir die Argumente gleich Null setzen,
alle Glieder mit Ausnahme des ersten; folglich muss A = 0 sein. Setzen wir ferner die Argu-
mente gleich dem halben Periodensystem ω1, ω1′, ω1′′, so verschwinden alle Glieder mit
Ausnahme des zweiten; folglich muss A1 = 0 sein. Auf diese Weise sieht man, dass alle Co-

efficienten A, A1 · · ·A7 gleich Null sein müssen. – Hieraus folgt nun, dass sich σ2
m

∂ 2 logσm

∂u2
zerlegen lassen muss in ein lineares Aggregat:

7

∑
α=0

(Aασ
2
α);

dass also
∂ 2 logσm

∂u2 sich in dieser Form darstellen lassen muss:

∂ 2 logσm

∂u2 =
7

∑
α=0

(
Aα

σ2
α

σ2
m

)
.

Dasselbe gilt von den fünf übrigen zweiten Ableitungen. Setzen wir nun für die σ -Quoti-

enten ihre Ausdrücke durch x, y, z und x′, y′, z′, so verwandelt sich jedes Glied Aα

σ2
α

σ2
m

in

eine rationale Function von x, y, z, welche nur unendlich wird in den drei uns bekannten
Punkten, die zum Index m gehören. Daraus folgt, dass alle sechs zweiten Ableitungen, als
Functionen von x, y, z betrachtet, nur in denselben drei Punkten unendlich werden. Daraus
aber ergiebt sich, dass auch die Integrale

∂ logσm

∂u
,

∂ logσm

∂u′
,

∂ logσm

∂u′′
,

und endlich logσm selbst nur in den drei zum Index m gehörigen Punkten unendlich wird,
dass also σm nur in diesen drei Punkten verschwindet. Ferner ist klar, dass σm in diesen drei
Punkten auch nur von der ersten Ordnung unendlich klein werden kann; denn sonst müsste
der Quotient

σm

σn
auch von höherer als der ersten Ordnung unendlich klein werden.

§ 19.

Durch die im § 17 geführte Untersuchung ist die eigentliche Bedeutung der im § 3 fest-
gesetzten Beschränkung der Veränderlichen u, u′, u′′ gezeigt worden. Wir sahen, dass wenn
die Determinantengleichung zwischen den Grössen L11, L12 etc. besteht, die Argumente u,
u′, u′′ nicht mehr willkürlich sind, sondern durch die drei Normal-Integrale, jedes von einer
bestimmten unteren Grenze (x′, y′, z′) bis zu einer bestimmten oberen (x, y, z) ausgedehnt,
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dargestellt werden können. Die Ausdrücke der σ -Quotienten, welche wir gefunden haben,
sind also diejenigen Werthe, welche die Functionen

σ(u, u′, u′′)m

σ(u, u′, u′′)n

annehmen, wenn für die Argumente u, u′, u′′ die drei Integrale∫
dU,

∫
dU ′,

∫
dU ′′,

genommen zwischen diesen beiden Grenzen, eingesetzt werden. Die untere Grenze (x′, y′,
z′) wollen wir als fest annehmen; dann können wir die drei Integrale durch U(x, y, z),
U ′(x, y, z), U ′′(x, y, z) oder kürzer durch U , U ′, U ′′ bezeichnen. Wir können dann die Re-
sultate der vorangehenden Untersuchungen so zusammenfassen:

Setzt man für die Argumente u, u′, u′′ der σ -Functionen die Integrale U , U ′, U ′′ ein, so
verwandelt sich jede der 64 σ -Functionen in eine transcendente Function von x, y, z, die
an drei Stellen des Gebildes, und zwar von der ersten Ordnung, verschwindet. Diese drei
Stellen sind, für die graden Functionen σm, algebraisch abhängig von der unteren Grenze
der Integrale, und zwar sind sie für die Function σ0 definirt als die gemeinsamen Nullpunk-
te der sieben Functionen Ωκ, für σκλ µ als diejenigen Nullpunkte der Function Ωκ,λ µ , die
weder Doppelpunkte sind, noch der Gleichung Fκ = 0 genügen. Für die ungraden Func-
tionen σm dagegen sind sie unmittelbar gegeben; es fällt nämlich für diese einer der drei
Nullpunkte immer mit der unteren Grenze (x′, y′, z′) zusammen; die beiden andern werden
gebildet durch das von (x′, y′, z′) unabhängige Punktepaar m, in welchem Hm verschwindet.

Der Quotient zweier σ -Functionen

σ(U, U ′, U ′′)m

σ(U, U ′, U ′′)n

ist eine algebraische Function, die in der Form

ηmnR(x, y, z)

darstellbar ist; wo R(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Die Grössen η sind Qua-
dratwurzeln aus rationalen Functionen. Bei der Definition dieser Grössen ist eine gewisse
Willkür gelassen; man kann jede von ihnen mit einer rationalen Function multipliciren, oh-
ne dass die wesentlichen Sätze über dieselben geändert werden. Wir können deshalb, wenn
wir wollen

η0 = 1, ηκλ = ηκηλ , ηκλ µ = ηκηλ ηµ
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setzen; endlich ist auch das Product aller sieben Grössen ηκ eine rationale Function. Wir
können deshalb

ηκ =
√

Hk1√
H1

(κ = 2, 3 · · ·7),

η1 = η2η3η4η5η6η7

setzen, wodurch nun alle Grössen η bestimmt sind.
Ist m ein ungrader Index, so sind von den Nullpunkten der Function σ(U, U ′, U ′′)m

zwei von der unteren Grenze unabhängig. Aendert man daher die untere Grenze und be-
zeichnet mit U , U ′, U ′′ die Normal-Integrale, ausgedehnt von einer neuen willkürlichen
Stelle x′′, y′′, z′′ bis zu x, y, z, so ist offenbar, dass der Quotient

σ(U, U ′, U ′′)m

σ(U ,U ′,U ′′)m

nur an der Stelle x′, y′, z′ verschwindet, und nur an der Stelle x′′, y′′, z′′ unendlich wird, bei-
des von der ersten Ordnung. Diese Function ändert sich überhaupt nur um einen constanten
Factor, wenn wir den Index m durch einen andern ungraden Index n ersetzen. Dies geht aus

der Gleichung
σm

σn
= c

√
Hm√
Hn

unmittelbar hervor.

§ 20.

Zur Darstellung der allgemeinen σ -Functionen führt jetzt folgender Satz.
Es seien

U =
x,y,z∫

a,b,c

dU, U ′ =
x,y,z∫

a,b,c

dU ′, U ′′ =
x,y,z∫

a,b,c

dU ′′

die drei Normal-Integrale erster Gattung, genommen von einer festen unteren Grenze (a, b,
c) bis zum willkürlichen Punkte (x, y, z); es seien ferner

v0, v′0, v′′0; v1, v′1, v′′1 · · ·vr−1, v′r−1, v′′r−1,

w0, w′0, w′′0; w1, w′1, w′′1 · · ·wr−1, w′r−1, w′′r−1

2r Systeme von je drei Constanten, die den drei Bedingungen

r−1

∑
α=0

(vα −wα) = 0,
r−1

∑
α=0

(v′α −w′α) = 0,
r−1

∑
α=0

(v′′α −w′′α) = 0

genügen, im Uebrigen willkürlich sind; es seien endlich

k0, k1, k2 · · ·kr−1; l0, l1, · · · lr−1
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2r beliebige Indices, und m derjenige Index, der durch Zusammensetzung aller entsteht;
dann ist das Product

Q =
r−1

∏
α=0

{
σ(U + vα · · ·)kα

σ(U +wα · · ·)lα

}
darstellbar durch eine algebraische Function von x, y, z, die durch Multiplication mit dem
Factor ηm in eine rationale übergeht.

Wir beweisen diesen Satz schrittweise durch das Additionstheorem; zunächst für den
Fall, dass das Product aus einem einzigen Quotienten besteht; dann für den Fall r = 2;
daraus folgt schliesslich das Allgemeine.

Wir setzen in dem Additionstheorem, das in der Gleichung (39) des ersten Theils ent-
halten ist, den Index m = 0. Dann erhalten wir:

c0 Θ(2v · · ·)kl Θ(u+w · · ·)k Θ(u−w · · ·)l(51)

=
7

∑
α=0

[±Θ(v+w · · ·)klα Θ(v−w · · ·)α Θ(u+ v · · ·)kα Θ(u− v · · ·)lα ] .

Hier machen wir ferner die Voraussetzung, dass die beiden Indices k, l so beschaffen sind,
dass der aus beiden zusammengesetzte kl grade ist. Dann setzen wir v, v′, v′′ gleich Null
und drücken die Theta-Functionen aus durch die σ . Dann erhält das Theorem folgende
Gestalt:

σ(u+w · · ·)k σ(u−w · · ·)l =
7

∑
α=0

[Aασ(u · · ·)kα σ(u · · ·)lα ],

wo A0, A1 · · ·A7 von u, u′, u′′ unabhängige Factoren bedeuten. Nun setzen wir u = U , u′ =
U ′, u′′ = U ′′, und dividiren die Gleichung durch {σ(U · · ·)0}2. Alsdann wird jedes Glied
des Ausdrucks auf der rechten Seite eine mit dem Factor ηkl behaftete Function; es ist also
der Quotient

σ(U +w · · ·)k σ(U−w · · ·)l

{σ(U · · ·)0}2

dargestellt in der Form:
ηklR(x, y, z),

wo R(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Dies beruht auf der Annahme, dass der Index
kl grade ist, weil sonst ckl verschwindet und dadurch die Gleichung illusorisch wird.

Es seien nun k,m zwei beliebige Indices. Jedenfalls lässt sich zu diesen ein dritter,
l, bestimmen, von der Beschaffenheit, dass sowohl kl als ml grade ist. Ist km grade, so
brauchen wir nur l = k zu setzen; dann ist kl = 0, ml = km, also beide Indices, wie verlangt,
grade. Ist aber km ungrade, also entweder von der Form κ oder κλ , so setzen wir l = λαβk
(κ, λ , α , β sollen irgend vier verschiedene der sieben primitiven Indices bedeuten). Es ist
dann im ersten Falle

kl = λαβ , ml = κλαβ ;
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im zweiten:
kl = λαβ , ml = καβ ;

also in beiden Fällen kl und ml grade. – Es ist nun bewiesen, dass sich

σ(U +w · · ·)k σ(U−w · · ·)l

{σ(U · · ·)0}2

durch eine mit dem Factor ηkl ,

σ(U +w · · ·)m σ(U−w · · ·)l

{σ(U · · ·)0}2

durch eine mit dem Factor ηml behaftete algebraische Function von x, y, z ausdrücken lässt.
Der Quotient beider Grössen

σ(U +w · · ·)k

σ(U +w · · ·)m

ist also eine Function von x, y, z, die durch Multiplication mit dem Factor ηkm in eine ra-
tionale übergeht; und zwar sind hier die Indices k, m keinerlei Beschränkung unterworfen.
Damit ist der ausgesprochene Satz für den Fall, dass sich das Product auf einen einzigen
Factor reducirt, bewiesen.

Wir vermehren jetzt in der Gleichung (51) die Veränderlichen u um die Grössen v, und
setzen v+w = v1,v−w = v2. Dann erhalten wir:

c0 Θ(v1 + v2 · · ·)kl Θ(u+ v1 · · ·)k Θ(u+ v2 · · ·)l

=
7

∑
α=0

[±Θ(v1 · · ·)klα Θ(v2 · · ·)α Θ(u+ v1 + v2 · · ·)kα Θ(u · · ·)lα ].

Hier setzen wir wieder die Integrale U , U ′, U ′′ für die Argumente u, u′, u′′ ein, und erset-
zen die Θ durch die mit Constanten behafteten σ . Dann erhalten wir eine Gleichung von
folgender Form:

σ(U + v1 · · ·)k σ(U + v2 · · ·)l =
7

∑
α=0

[Bασ(U + v1 + v2 · · ·)kα σ(U · · ·)lα ].

Hier bedeuten B0, B1 · · ·B7 von x, y, z unabhängige Factoren. Dividirt man diese Gleichung
durch

σ(U + v1 + v2 · · ·)0 σ(U · · ·)0,

so wird, wie bereits bewiesen ist,

σ(U + v1 + v2 · · ·)kα

σ(U + v1 + v2 · · ·)0
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eine mit dem Factor ηkα ,
σ(U · · ·)lα

σ(U · · ·)0

eine mit dem Factor ηlα behaftete, also das Product beider Quotienten eine mit dem Factor
ηkl behaftete algebraische Function von x, y, z. Dies gilt von jedem Gliede, also auch von
der Summe; es ist daher

σ(U + v1 · · ·)k σ(U + v2 · · ·)l

σ(U + v1 + v2 · · ·)0 σ(U · · ·)0
= ηklR(x, y, z).

Wir bilden in derselben Weise den Quotienten:

σ(U +w1 · · ·)m σ(U +w2 · · ·)n

σ(U +w1 +w2 · · ·)0 σ(U · · ·)0
.

Dieser muss sich darstellen lassen durch eine mit dem Factor ηmn behaftete algebraische
Function von x, y, z. Wenn wir nun zwischen den vier Systemen von je drei Constanten:

v1, v′1, v′′1; v2, v′2, v′′2; w1, w′1, w′′1; w2, w′2, w′′2

die drei Relationen annehmen:

v1 + v2 = w1 +w2,

v′1 + v′2 = w′1 +w′2,
v′′1 + v′′2 = w′′1 +w′′2,

so werden die Nenner beider Quotienten einander gleich; wir erhalten daher:

σ(U + v1 · · ·)k σ(U + v2 · · ·)l

σ(U +w1 · · ·)m σ(U +w2 · · ·)n
= ηklmnR(x, y, z).

Damit ist der anfangs ausgesprochene Satz für r = 2 bewiesen.
Um nun zum Beweise des allgemeinen Theorems zu gelangen, nehmen wir an, dasselbe

sei bewiesen für den Fall, dass das Product aus r− 1 Factoren besteht. Wir sondern vom
Zähler von Q einen, vom Nenner zwei Factoren ab:

Q =
σ(U + v0 · · ·)k0

r−1
∏

α=1
{σ(U + vα · · ·)kα}

σ(U +w0 · · ·)l0σ(U +w1 · · ·)l1

r−1
∏

α=2
{σ(U +wα · · ·)lα}

.

Demnach können wir, indem wir im Zähler und Nenner einen Factor

σ(U +w0 +w1− v0 · · ·)0
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hinzufügen, den Ausdruck Q in die beiden Factoren zerlegen:

Q1 =
σ(U + v0 · · ·)k0 σ(U +w0 +w1− v0 · · ·)0

σ(U +w0 · · ·)l0 σ(U +w1 · · ·)l1

,

Q2 =
σ(U + v1 · · ·)k1

σ(U +w0 +w1− v0 · · ·)0

r−1

∏
α=2

{
σ(U + vα · · ·)kα

σ(U +wα · · ·)lα

}
.

Setzen wir nun
k0l0l1 = m1; k1k2 · · ·kr−1l2l3 · · · lr−1 = m2,

so sind zunächst für den ersten Ausdruck Q1 die drei Voraussetzungen des Satzes erfüllt;
und da wir denselben für r = 2 bewiesen haben, so ist Q1 eine mit dem Factor ηm1 behaftete
algebraische Function von x, y, z. Aber auch für den zweiten Factor sind die Voraussetzun-
gen erfüllt; denn da

r−1

∑
α=0

(vα −wα) = 0

angenommen ist, so ist

v1−w0−w1 + v0 +
r−1

∑
α=2

(vα −wα) = 0.

Nehmen wir also an, dass der Satz für Producte von r−1 Factoren bewiesen sei, so folgt,
dass Q2 eine mit dem Factor ηm2 behaftete algebraische Function ist. Nun ist m1m2 = m; es
ist also ηm1ηm2 eine mit ηm behaftete Function von (x, y, z). Daraus erkennt man, dass das
Product Q durch Multiplication mit dem Factor ηm in eine rationale Function von x, y, z
übergeht. Wenn also der Satz gilt für Producte von r−1 Factoren, so ist er auch richtig für
Producte von r Factoren. Da er nun für r = 1 und r = 2 bewiesen ist, so gilt er allgemein.

§ 21.

Wir gehen jetzt über zur Definition der Abel’schen Functionen dreier unabhängiger
Veränderlichen u, u′, u′′. Wenn wir in der Function

σ(u, u′, u′′)k

die Argumente um ein Periodensystem 2ω̃ , 2ω̃ ′, 2ω̃ ′′ vermehren, so ändert sich dieselbe
um den Factor:

(−1)∑(pεk−qδ k)eη(u,u′,u′′;pq).

Der Quotient
σ(u, u′, u′′)k

σ(u, u′, u′′)l
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ändert also nur sein Zeichen; und zwar ist

σ(u+2ω̃ · · ·)k

σ(u+2ω̃ · · ·)l
= (−1)∑[p(εk−ε l)−q(δ k−δ l)]σ(u · · ·)k

σ(u · · ·)l
.

Bilden wir nun ein Product von beliebig vielen σ -Quotienten, und stellen für jeden Factor
diese Gleichung auf:

σ(u+2ω̃ · · ·)kα

σ(u+2ω̃ · · ·)lα
= (−1)∑[p(εkα−ε lα)−q(δ kα−δ lα)]σ(u · · ·)kα

σ(u · · ·)lα

(α = 0, 1 · · ·r−1),

so fügen sich, wenn wir den aus sämmtlichen Indices kα , lα zusammengesetzten Index mit
m bezeichnen, die r Summen

∑

[
p(εkα − ε

lα)−q(δ kα −δ
lα)
]

zu einer einzigen zusammen:
∑ [pε

m−qδ
m] ;

es ist also, wenn wir das Product
r−1

∏
α=0

{
σkα

σlα

}
mit Q(u, u′, u′′) bezeichnen:

Q(u+2ω̃, u′+2ω̃
′, u′′+2ω̃

′′) = (−1)∑[pεm−qδ m]Q(u, u′, u′′).

Dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir unter Q(u, u′, u′′) die allgemeinere Function

r−1

∏
α=0

{
σ(u+ vα · · ·)kα

σ(u+wα · · ·)lα

}
verstehen, wenn nur zwischen den Constanten v und w die Gleichungen bestehen:

r−1

∑
α=0

(vα −wα) = 0,

r−1

∑
α=0

(v′α −w′α) = 0,

r−1

∑
α=0

(v′′α −w′′α) = 0.
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Dies ist eben so leicht zu beweisen.
Wir denken uns nun die 2r Indices kα , lα so gewählt, dass durch Zusammensetzung

aller der Index Null hervorgeht; dann sind die sechs Grössen εm und δ m sämmtlich Null;
daraus geht hervor, dass unter dieser Voraussetzung die Function Q eine periodische ist.

Jede so gebildete periodische Function und jede rational aus solchen Quotienten gebil-
dete nennen wir eine Abel’sche Function der Argumente.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar folgender Satz:
Ist ϕ(u, u′, u′′) eine beliebige Abel’sche Function und sind w, w′, w′′ drei willkürliche

Constanten, so ist ϕ(u+w, u′+w′, u′′+w′′) ebenfalls eine Abel’sche Function.
Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz führt nun unmittelbar zu der algebrai-

schen Darstellung der Abel’schen Functionen durch eine Anzahl von Grössensystemen
(x0, y0, z0), (x1, y1, z1) etc., die der Gleichung L = 0 genügen. Aus diesem Satze geht näm-
lich Folgendes hervor:

Setzt man in dem Ausdrucke irgend einer Abel’schen Function ϕ(u, u′, u′′) für die Ar-
gumente die Integrale erster Gattung

∫
dU ,

∫
dU ′,

∫
dU ′′, ausgedehnt von einer als fest

gedachten unteren Grenze (a, b, c) bis zu einer willkürlichen oberen (x, y, z), so verwan-
delt sich die Abel’sche Function in eine rationale Function von (x, y, z).

Setzt man nun für jedes der Argumente nicht ein Integral, sondern eine Summe von
Integralen, die alle aus derselben Differentialfunction entspringen:

u = ∑
α

(xα ,yα ,zα)∫
(aα ,bα ,cα)

(dU) ,

u′ = ∑
α

(xα ,yα ,zα)∫
(aα ,bα ,cα)

(
dU ′
)
,

u′′ = ∑
α

(xα ,yα ,zα)∫
(aα ,bα ,cα)

(
dU ′′

)
,

so wird die Abel’sche Function eine rationale Function sämmtlicher oberen Grenzen (xα ,
yα , zα). Denn sondern wir von den aufgestellten Summen diejenigen Integrale ab, deren
obere Grenze der Punkt (xα , yα , zα) ist, so erhalten wir:

u =

(aα ,bα ,cα)∫
(xα ,yα ,zα)

(dU)+w,
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u′ =

(aα ,bα ,cα)∫
(xα ,yα ,zα)

(
dU ′
)
+w′,

u′′ =

(aα ,bα ,cα)∫
(xα ,yα ,zα)

(
dU ′′

)
+w′′.

Nehmen wir nun xα , yα , zα allein als veränderlich, die übrigen Werthsysteme als con-
stant an, so sind auch w, w′, w′′ drei constante Grössen und ϕ(u+w, u′+w′, u′′+w′′) jeden-
falls eine Abel’sche Function von u, u′, u′′. Setzt man hier für u, u′, u′′ die von (aα ,bα ,cα)
bis (xα ,yα ,zα) ausgedehnten Integrale ein, so verwandelt sich, dem ausgesprochenen Satz
zufolge ϕ(u+w · · ·) in eine rationale Function von (xα ,yα ,zα). Es ist aber dann u+w = u,
u′+w′ = u′, u′′+w′′ = u′′; folglich erkennen wir, dass durch die Substitution der Integral-
summen für die Argumente die Abel’sche Function ϕ(u, u′, u′′) in eine rationale Function
von (xα , yα , zα) übergeht.

Wir können nun die Formeln für die Darstellung der Argumente in folgender Weise
schreiben:

u = ∑
α

{
U(xα ,yα ,zα)−U(aα ,bα ,cα)

}
,

u′ = ∑
α

{
U ′(xα ,yα ,zα)−U ′(aα ,bα ,cα)

}
,

u′′ = ∑
α

{
U ′′(xα ,yα ,zα)−U ′′(aα ,bα ,cα)

}
,

wenn wir unter U(x, y, z), U ′(x, y, z), U ′′(x, y, z) die drei Integrale verstehen:∫ H∆

2kgR
,

∫ H∆

2kgR
,

∫ H∆

2kgR
.

Daraus geht hervor – wenn wir auf die volle Vieldeutigkeit der Integrale Rücksicht neh-
men – dass die Argumente u, u′, u′′ sich nur um ein Periodensystem ändern, wenn zwei
der Werthsysteme (xα ,yα ,zα) mit einander vertauscht werden. Die Abel’schen Functionen
bleiben mithin vollständig ungeändert, wenn die Werthsysteme (xα ,yα ,zα) beliebig unter
einander vertauscht werden. Demnach ergiebt sich folgender Satz:

Setzt man für die Argumente u, u′, u′′ irgend einer Abel’schen Function ϕ(u, u′, u′′) die
Integral-Summen:

u = ∑

{ (xα ,yα ,zα)∫
(aα ,bα ,cα)

(dU)
}

= ∑

{
U(xα ,yα ,zα)−U(aα ,bα ,cα)

}
etc.
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ein, so verwandelt sich dieselbe in eine rationale und symmetrische Function sämmtli-
cher Werthsysteme (xα , yα , zα). Es sind also jetzt die Abel’schen Functionen nicht nur
allgemein definirt, sondern es ist auch die Grundlage gegeben zu ihrer Darstellung durch
symmetrische Functionen einer Anzahl der Gleichung L = 0 genügender Werthsysteme.

§ 22.

Es ist klar, dass je nach der Anzahl der Integrale, die man zur Darstellung der Argu-
mente verwendet, und nach der Wahl ihrer unteren Grenzen, die Darstellung der Abel’schen
Functionen verschieden ausfallen muss. Die volle Veränderlichkeit ist gewahrt, wenn man
die Argumente durch Summen von je drei Integralen ausdrückt mit beliebigen, aber fest
gewählten unteren Grenzen. Nimmt man eine der unteren Grenzen, oder beide, noch als
willkürlich veränderlich an, so würden sogar zwei Integrale ausreichen. Die Methode zur
Darstellung der σ -Functionen, welche im Folgenden benutzt wird, ist anwendbar unter al-
len diesen besonderen Annahmen. Wir machen diejenige Annahme, welche zur Darstellung
der σ -Quotienten in der Weber’schen Form führt, weil wir bei dieser Annahme keinerlei
algebraischen Schwierigkeiten begegnen. Es seien

(x0, y0, z0), (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3);
(a0, b0, c0), (a1, b1, c1), (a2, b2, c2), (a3, b3, c3)

acht Werthsysteme, die der Gleichung L = 0 genügen; die vier oberen sehen wir als verän-
derlich, die übrigen als feste Punkte des Gebildes an. Wir setzen dann:

(52)



u =
3

∑
h=0

{
U(xh, yh, zh)−U(ah, bh, ch)

}
,

u′ =
3

∑
h=0

{
U ′(xh, yh, zh)−U ′(ah, bh, ch)

}
,

u′′ =
3

∑
h=0

{
U ′′(xh, yh, zh)−U ′′(ah, bh, ch)

}
.

Es wäre erlaubt – wovon wir indess keinen Gebrauch machen — ohne die Veränderlich-
keit der Argumente zu beschränken, eins der vier Werthsysteme (xh, yh, zh) als constant
anzunehmen. Ueber die vier unteren Grenzen haben wir freie Verfügung. Wir beschrän-
ken dieselben durch die Bedingung, dass es eine homogene Function dritter Ordnung H
geben soll, die an diesen vier Punkten verschwindet und ausserdem an den sämmtlichen
Doppelpunkten. Diese Function muss die Form haben:

(53) H = AH +BH ′+CH ′′;
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denken wir uns also die andere Gleichung M = 0 zu Grunde gelegt, so sind die unteren
Grenzen der Integrale angenommen als die vier Schnittpunkte der Curve M = 0 mit einer
gegebenen Graden H = 0.

Wir setzen nun zur Abkürzung:

U(xh, yh, zh) = Uh; U(ah, bh, ch) = Vh (h = 0, 1, 2, 3);

ebenso

U ′(xh, yh, zh) = U ′h, U ′(ah, bh, ch) = V ′h,
U ′′(xh, yh, zh) = U ′′h , U ′′(ah, bh, ch) = V ′′h .

Als untere Grenze wird in allen Integralen derselbe feste Punkt angenommen. Dann ist:

(54) u =
3

∑
h=0

(Uh−Vh), u′ = ∑
h

(U ′h−V ′h), u′′ = ∑
h

(U ′′h −V ′′h ).

Diese Ausdrücke denken wir uns in irgend eine der 64 Functionen σ(u, u′, u′′)m eingesetzt.
Nehmen wir die drei letzten Werthsysteme (xh, yh, zh) als constant an, so ist σ(u, u′, u′′)m
eine Function von (x0, y0, z0) allein; und zwar kann diese Function so dargestellt werden:

σ(u, u′, u′′)m = σ(U0 +w, U ′0 +w′, U ′′0 +w′′)m,

wo
U0 = U(x0, y0, z0), U ′0 = U ′(x0, y0, z0), U ′′0 = U ′′(x0, y0, z0)

ist, und w, w′, w′′ drei Constanten bedeuten, definirt durch die Gleichungen:

U1 +U2 +U3− (V0 +V1 +V2 +V3) = w,

U ′1 +U ′2 +U ′3− (V ′0 +V ′1 +V ′2 +V ′3) = w′,
U ′′1 +U ′′2 +U ′′3 − (V ′′0 +V ′′1 +V ′′2 +V ′′3 ) = w′′.

Wir verstehen nun unter n einen beliebigen der 28 ungraden Indices, und bilden den
Quotienten:

(55) Q =
σ(U0 +w · · ·)m σ(U0−U1 · · ·)n σ(U0−U2 · · ·)n σ(U0−U3 · · ·)n

σ(U0−V0 · · ·)n σ(U0−V1 · · ·)n σ(U0−V2 · · ·)n σ(U0−V3 · · ·)n
.

Dieser muss sich, da die Gleichungen

w−U1−U2−U3 +V0 +V1 +V2 +V3 = 0, etc.

erfüllt sind, dem in § 20 bewiesenen Satze zufolge darstellen lassen durch eine algebraische
Function von (x0, y0, z0), die durch Multiplication mit dem Factor η0

mn in eine rationale
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übergeht. (Unter η0
mn verstehen wir dieselbe Function von (x0, y0, z0), die ηmn von (x, y, z)

ist.)
Wir wollen (x, y, z) anstatt des veränderlichen Werthsystems (x0, y0, z0), und entspre-

chend U , U ′, U ′′ für U0, U ′0, U ′′0 schreiben. Untersuchen wir jetzt, an welchen Stellen der
Quotient Q verschwindet und unendlich wird. Bis auf den Factor σ(U + w · · ·)m, der nir-
gends unendlich wird, sind alle Grössen, die in dem Ausdruck Q vorkommen, specielle
σ -Functionen von der früher betrachteten Art, die in dem Punktepaare (n), und ausserdem
jede nur noch an einer Stelle verschwinden; nämlich σ(U−U1 · · ·)n im Punkte (x1, y1, z1),
σ(U−U2 · · ·)n im Punkte (x2, y2, z2), σ(U−V0 · · ·)n im Punkte (a0, b0, c0) etc. Der Nen-
ner von Q verschwindet also in den vier von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunk-
ten der Function H von der ersten Ordnung, und in dem Punktepaare (n) von der vierten
Ordnung; der Zähler verschwindet in dem Punktepaare (n) von der dritten Ordnung, und
in den drei Punkten (xh, yh, zh) (h = 1, 2, 3) von der ersten Ordnung. Der Quotient ist ei-
ne algebraische Function, die überall den Charakter einer rationalen hat; die Anzahl ihrer
Nullpunkte muss daher gleich der Anzahl der Stellen sein, in denen sie unendlich wird;
daraus folgt, dass die Function σ(u, u′, u′′)m, als abhängig von einem der Werthsysteme
(xh, yh, zh) aufgefasst, an drei Punkten verschwindet.

Demnach ist der Quotient Q als Function von (x, y, z) definirt durch folgende Bedin-
gungen:

Erstens. Durch Multiplication mit dem Factor ηmn geht Q in eine rationale Function
von (x, y, z) über.

Zweitens. Q wird unendlich, und zwar von der ersten Ordnung, nur in sechs Punkten,
nämlich den vier von den Doppelpunkten verschiedenen Punkten, in denen H = 0 ist, und
dem Punktepaare (n).

Drittens. Q verschwindet in den drei willkürlich gegebenen Stellen (xh, yh, zh) (h =
1, 2, 3).

Durch diese Bedingungen ist die Function Q bestimmt bis auf einen von (x, y, z) unab-
hängigen Factor. Dies wird so bewiesen:

Angenommen, dass die Function Q durch die aufgestellten Bedingungen noch nicht
bestimmt wäre, so müsste es, wie auch die Punkte (xh, yh, zh) gewählt sind, zwei Func-
tionen Q und Q′ von nicht constantem Verhältniss geben, die den Bedingungen genügen.
Wir bestimmen zuerst eine solche Function Q. Diese verschwindet an sechs Stellen; also
ausser den Stellen (xh, yh, zh) in drei ferneren (x′h, y′h, z′h) (h = 1, 2, 3). Setzen wir nun in
den gegebenen Bedingungen diese neuen drei Stellen an Stelle der Punkte (xh, yh, zh), so
ist zunächst Q eine Function der verlangten Art. Dann aber müsste eine zweite Function Q′

existiren, die ebenfalls den Bedingungen genügt, und deren Verhältniss zu Q nicht constant

ist. Der Quotient
Q′

Q
wäre dann eine rationale Function, die nur an den drei willkürlich

gewählten Stellen, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird. Eine solche Function
existirt aber nicht.
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Die Aufgabe, die Function Q darzustellen, wird nun dadurch gelöst, dass man vier
specielle Functionen

Pm, Qm, Rm, Sm

aufstellt, zwischen denen keine lineare Gleichung besteht, und die den ersten beiden Bedin-
gungen Genüge leisten. Dies ist sehr leicht, wenn wir den von Herrn Weber in die Theorie
eingeführten Begriff der Wurzelfunctionen anwenden. Wir sehen hierbei nicht x, y, z, son-
dern H,H,H als ursprüngliche Veränderliche an.

Es sei r eine gegebene positive ganze Zahl. Dann können wir den Index m auf verschie-
dene Arten in ein Product von r ungraden Indices zerlegen:

m = abc · · ·e, m = a′b′c′ · · ·e′ etc.

Diesen Zerlegungen entsprechend kann man die Producte:

P =
√

Ha
√

Hb
√

Hc · · ·
√

He, P′ =
√

Ha′
√

Hb′ · · ·
√

He′ , etc.

bilden. Jedes dieser Producte und jedes lineare Aggregat derselben cP + c′P′+ etc. nennt
Herr Weber eine Wurzelfunction rter Ordnung mit dem Index m.

Für r = 1 giebt es nur dann Wurzelfunctionen, wenn der Index m ungrade ist, und zwar
auch dann nur die Grösse

√
Hm oder c

√
Hm selbst. Für r = 2 sind, wenn m = 0 ist, die

Wurzelfunctionen identisch mit den aus H, H, H linear gebildeten Ausdrücken; es giebt
also für m = 0, r = 2 drei linear unabhängige Wurzelfunctionen. Ist dagegen r = 2, und m
von 0 verschieden, so wissen wir aus § 9, dass sich sechs Producte

√
Ha
√

Hb,
√

Ha′
√

Hb′ etc.

bilden lassen, von der Beschaffenheit, dass ab = a′b′ etc. = m ist, dass aber zwischen
je dreien derselben eine lineare Gleichung besteht. Die Anzahl der linear unabhängigen
Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem Index m ist also gleich 3, wenn m = 0 ist, = 2,
wenn m von 0 verschieden ist.

Ueber die Wurzelfunctionen gelten nun folgende allgemeine Sätze:
I. Der Quotient zweier Wurzelfunctionen gleicher Ordnung, deren eine zum Index m,

die andre zum Index n gehört, ist eine mit dem Factor ηmn behaftete algebraische Function;
also eine rationale, wenn m = n ist.

Dies ist unmittelbar einleuchtend, da der Quotient je zweier Glieder des Zählers und
Nenners eine mit dem Factor ηmn behaftete Function ist. Dividirt man ferner eine Wurzel-
function rter Ordnung durch eins ihrer Glieder:

√
Ha
√

Hb · · ·
√

He,

so verschwindet der Nenner genau in 2r Punkten, nämlich den Berührungspunkten der r
Doppeltangenten Ha = 0,Hb = 0 · · ·He = 0; da der Quotient eine rationale Function ist, so
muss auch der Zähler in eben so vielen Punkten verschwinden. Es gilt also der Satz:
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II. Jede Wurzelfunction rter Ordnung verschwindet in 2r Punkten.
Daraus wiederum geht, für r > 2, hervor:
III. Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen rter Ordnung mit dem

Index m ist nicht grösser als 2r−2. Oder: Zwischen je 2r−1 Functionen dieser Art besteht
eine lineare homogene Gleichung.

Denn wenn wirklich 2r−2 linear unabhängige Functionen dieser Art existiren, so lässt
sich eine Wurzelfunction rter Ordnung mit dem Index m bestimmen, die an 2r−3 willkür-
lich gewählten Punkten p1, p2, · · · p2r−3 verschwindet. Diese verschwindet ausserdem nur
noch in drei Punkten p2r−2, p2r−1, p2r. Wir nennen diese Function W und bilden nun eine
zweite Function W ′ derselben Art, die an den 2r−3 Stellen: p2r, p2r−1, p2r−2, p2r−3, · · · p4
verschwindet. Angenommen nun, dass der obige Satz nicht richtig wäre, so würden wir W ′

so bestimmen können, dass das Verhältniss
W ′

W
keine Constante ist; dieses Verhältniss ist

aber jedenfalls eine rationale Function, nach dem ersten Satze; wir hätten also eine ratio-
nale Function, die nur an den drei willkürlichen Stellen p1, p2, p3, und zwar von der ersten
Ordnung, unendlich wird. Dies ist unmöglich.

Aus dem letzten Satze geht, für r = 3, hervor, dass es nicht mehr als vier linear unab-
hängige Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem Index m giebt. Diese können wir auf
folgende Weise bilden.

Wir wählen irgend einen Index p von der Beschaffenheit, dass pm grade ist, und zer-
legen p in zwei ungrade Indices k, l. km und lm sind dann von 0 verschieden, denn wäre
z. B. km = 0, so wäre klm = l, was nicht möglich ist, da klm als grade, l als ungrade vor-
ausgesetzt ist. Es giebt deshalb genau zwei linear unabhängige Wurzelfunctionen zweiter
Ordnung mit dem Index km, und zwei mit dem Index lm. Wir bezeichnen von diesen vier
Functionen (die im Uebrigen beliebig gewählt sein können) die beiden ersteren durch Akm,
Bkm, die letzteren durch Alm, Blm. Es sind dann

(56) pm = Akm
√

Hk, qm = Bkm
√

Hk, rm = Alm
√

Hl, sm = Blm
√

Hl

vier Wurzelfunctionen dritter Ordnung, von denen wir behaupten, dass sie von einander
linear unabhängig sind.

Denn angenommen, es bestehe zwischen ihnen eine lineare Gleichung, so würde also
eine Gleichung existiren von der Form:

Wkm
√

Hk +Wlm
√

Hl = 0,

wo Wkm eine Wurzelfunction zweiter Ordnung mit dem Index km, Wlm mit dem Index lm
bedeutet. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass Wkm in den beiden Berührungspunkten der
Tangente Hl = 0 verschwinden müsste. Zerlegen wir jetzt den Index km in zwei ungrade
Indices a,b und bilden das Product

Wkm
√

Ha
√

Hb,
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so lässt sich dieses, einem in § 9 bewiesenen Satze zufolge (S. 71) darstellen durch eine
homogene quadratische Function der Grössen H, H, H. Es müsste also eine homogene
quadratische Function G dieser Grössen existiren, die in den sechs Berührungspunkten der
Tangenten Ha, Hb, Hl verschwindet. Es sei d ein neuer ungrader Index. Bilden wir dann
den Quotienten:

G2

HaHbHlHd
,

so hätten wir in diesem eine rationale Function der Verhältnisse H : H : H, die nur in Be-
rührungspunkten der Tangente Hd = 0 unendlich wird, und zwar von der zweiten Ordnung.
Functionen von derselben Beschaffenheit sind

H
Hd

,
H
Hd

,
H
Hd

.

Zwischen diesen vier Grössen muss eine lineare homogene Relation stattfinden. Denn wir
würden sonst ein Aggregat derselben bilden können, welches nur vom zweiten Grade ist.
Es muss also

G2

HaHbHlHd
= A

H
Hd

+B
H
Hd

+C
H
Hd

,

oder:
G2 = HaHbHl(AH +BH +CH)

sein, wo A, B, C constante Coefficienten bedeuten. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass
die Linie AH +BH +CH = 0 ebenfalls eine Doppeltangente sein muss. Da es aber nur die
28 Doppeltangenten giebt, so muss AH +BH +CH = Hc sein, wo c einen der 28 ungraden
Indices bedeutet.

Wir erhalten demnach
G =
√

Ha
√

Hb
√

Hc
√

Hl,

oder, da G =
√

Ha
√

HbAkm ist,
Akm =

√
Hc
√

Hl.

Nun ist
Akm√

Hc
√

Hl

eine mit dem Factor ηklmc behaftete Function. Ist diese constant, so muss klmc = 0, oder
klm = c sein. Dies aber widerspricht unsern Voraussetzungen; denn wir haben den Index
klm als grade angenommen, und der Index c ist ungrade.

Dadurch ist bewiesen, dass zwischen den vier Grössen pm, qm, rm, sm, welche wir auf-
gestellt haben, keine lineare Gleichung besteht. Dividiren wir jetzt jede derselben durch
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das Product H
√

Hn, welches eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index n ist, so
ist jeder der Quotienten

(56′) Pm =
pm

H
√

Hn
, Qm =

qm

H
√

Hn
, Rm =

rm

H
√

Hn
, Sm =

sm

H
√

Hn

nach dem ersten Satze eine mit dem Factor ηmn behaftete algebraische Function, die of-
fenbar nur in den vier Schnittpunkten der Linie H = 0 und den beiden Berührungspunkten
der Tangente Hn = 0 unendlich wird, an allen sechs Punkten nur von der ersten Ordnung.
Diese vier Functionen genügen also den ersten beiden Bedingungen, welche für die Func-
tion Q aufgestellt worden sind. Dasselbe gilt von jedem linearen Aggregat derselben; und
da zwischen Pm, Qm, Rm, Sm keine homogene lineare Gleichung besteht, so können die
Coefficienten dieses Aggregats:

APm +BQm +CRm +DSm

so bestimmt werden, dass dasselbe in den Punkten (xh, yh, zh)(h = 1, 2, 3) verschwindet.
Damit ist aber die Function Q bis auf einen von (x, y, z) unabhängigen Factor bestimmt.

Wir bezeichnen durch
p(h)

m , q(h)
m , r(h)

m , s(h)
m

die Werthe, welche die Wurzelfunctionen pm, qm, rm, sm annehmen, wenn (xh, yh, zh) für
(x, y, z) gesetzt wird. Die Verhältnisse der Coefficienten A, B, C, D sind dann bestimmt
durch die drei Gleichungen:

Ap(h)
m +Bq(h)

m +Cr(h)
m +Ds(h)

m = 0 (h = 1, 2, 3).

Die Function Q nimmt also die Form an:

Q =
Q0

H
√

Hn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pm qm rm sm

p(1)
m · · ·

p(2)
m · · ·

p(3)
m · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
wo Q0 einen von x, y, z unabhängigen Factor bedeutet. Wir führen jetzt wieder (x0, y0, z0)
für (x, y, z) ein, und bezeichnen die Determinante:

(57)

∣∣∣∣∣∣∣∣
p0

m q0
m r0

m s0
m

p1
m q1

m r1
m s1

m
p2

m q2
m r2

m s2
m

p3
m q3

m r3
m s3

m

∣∣∣∣∣∣∣∣ mit Dm.

Diese Determinante ist eine alternirende Function der vier Werthsysteme. Aufgefasst als
Function von (x0, y0, z0) verschwindet sie, da sie eine Wurzelfunction dritter Ordnung
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ist, an sechs Punkten. Von diesen sind drei bekannt, nämlich die Punkte (xh, yh, zh)(h =
1, 2, 3); die drei übrigen müssen die Nullpunkte der Function σ(U0 +w · · ·)m, oder σ(u, u′,
u′′)m sein. Nun kommen in dem Determinanten-Ausdruck Dm die vier Punkte (ah, bh, ch)
gar nicht vor; daraus ergiebt sich:

Die drei Punkte, in denen die Function σ(u, u′, u′′)m, als abhängig von (x0, y0, z0) auf-
gefasst, verschwindet, sind unabhängig von der Lage der die Curve M = 0 durchschneiden-
den Linie H = 0.

Wir haben also jetzt zur Darstellung der allgemeinen σ -Function folgende Gleichung:

σ(u, u′, u′′)m
3
∏

h=1
{σ(U0−Uh · · ·)n}

3
∏

k=0
{σ(U0−Vk · · ·)n}

=
Q0Dm

H0
√

H0
n

.

Diese Gleichung multipliciren wir im Zähler mit

σ(U1−U2 · · ·)n σ(U1−U3 · · ·)n σ(U2−U3 · · ·)n,

im Nenner mit

3

∏
k=0
{σ(U1−Vk · · ·)n}

3

∏
k=0
{σ(U2−Vk · · ·)n}

3

∏
k=0
{σ(U3−Vk · · ·)n} .

Alle diese Factoren sind von (x0, y0, z0) unabhängig; es ändert sich also auf der rechten
Seite nur der Werth des von (x0, y0, z0) unabhängigen Factors Q0. Endlich ersetzen wir H0

(oder H(x0, y0, z0)) durch das Product

3

∏
k=0
{H(xk,yk,zk)}=

3

∏
k=0
{H(k)},

und
√

H0
n durch

3
∏

k=0

{√
H(k)

n

}
. Dadurch tritt gleichfalls zu Q nur ein von (x0, y0, z0) unab-

hängiger Factor hinzu. Auf diese Weise erhalten wir:

σ(u, u′, u′′)m

∏
h>k
{σ(Uk−Uh · · ·)n}

3
∏

k=0

3
∏

h=0
{σ(Uh−Vk · · ·)n}

=
Q0Dm

3
∏

k=0

{
H(k)

√
H(k)

n

} ,

wo Q0, ebenso wie vorhin Q0, einen von (x0, y0, z0) unabhängigen Factor bedeutet, und

H(k),
√

H(k)
n dieselben Functionen von (xk, yk, zk) sind, wie H und

√
Hn von (x, y, z).
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Nun ist leicht einzusehen, dass der Factor Q0 nicht nur von (x0, y0, z0), sondern auch
von den drei übrigen veränderlichen Werthsystemen unabhängig ist. Denn es ist

σ(Uk−Uh · · ·)n =−σ(Uh−Uk · · ·)n

eine alternirende Function der beiden Werthsysteme (xk, yk, zk) und (xh, yh, zh); also das
Product

∏
h>k
{σ(Uk−Uh · · ·)n}

eine alternirende Function aller vier Werthsysteme. Dieselbe Eigenschaft hat die Determi-
nante Dm. Die übrigen Factoren dagegen

σ(u, u′, u′′)m,

3

∏
k=0

3

∏
h=0
{σ(Uh−Vk · · ·)n} ,

3

∏
k=0

{
H(k)

√
H(k)

n

}
sind symmetrisch in Bezug auf die vier Werthsysteme. Es muss daher der Factor Q0 un-
geändert bleiben, wenn wir die vier Werthsysteme (xh, yh, zh) beliebig unter einander ver-
tauschen. Nun ist Q0 unabhängig von (x0, y0, z0); daher ist er auch unabhängig von den
übrigen drei Werthsystemen, d. h. eine von den Argumenten u, u′, u′′ unabhängige Con-
stante. Bis auf diesen constanten Factor ist demnach die Function σ(u, u′, u′′)m vollständig
bestimmt, und gegeben durch den Ausdruck:

(58) σ(u, u′, u′′)m =
Q0Dm

3
∏

k=0

{
H(k)

√
H(k)

n

}
3
∏

k=0

3
∏

h=0
{σ(Uh−Vk · · ·)n}

∏
h>k
{σ(Uk−Uh · · ·)n}

.

Hiermit ist die allgemeine σ -Function ausgedrückt durch die früher definirten speciellen,
in denen jedes Argument durch ein Integral dargestellt wird. Das Wesentliche dieser Dar-
stellung ist, dass in derselben zunächst ein Factor voransteht, der eine algebraische – und
zwar alternirende – Function der vier Werthsysteme ist, die nur an festen Stellen unendlich
wird; dann der Zähler vier transcendente Functionen

ϕ(xh, yh, zh) =
3

∏
k=0
{σ(Uh−Vk · · ·)n} (h = 0, 1, 2, 3)

enthält, deren jede nur von einem Werthsystem abhängt; endlich der Nenner sechs tran-
scendente Functionen enthält, deren jede nur von zwei Werthsystemen abhängt:

ϕ(xh, yh, zh; xk, yk, zk) = σ(Uh−Uk · · ·)n,
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und zwar so, dass sie ihr Zeichen ändert, wenn die beiden Werthsysteme vertauscht werden.
Bildet man jetzt den Quotienten zweier Functionen σ(u, u′, u′′)m, so erhält man

(59)
σm

σn
= C

Dm

Dn
,

wo C einen constanten Factor bedeutet. Dm und Dn sind alternirende Functionen der vier
Werthsysteme, und, wenn wir sie als abhängig von einem derselben auffassen, begrifflich
fixirt als diejenigen Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit den Indices m und n, die an den
drei übrigen Stellen verschwinden. Diese Functionen können daher in sehr verschiedener
Form ausgedrückt werden, die sich aber alle nur durch constante Factoren unterscheiden.
Wenn wir eine bestimmte Form der Darstellung gewählt haben, so kommt es darauf an, den
Factor C zu bestimmen. Wir werden zeigen, auf welche Weise dies geschehen kann, werden
aber die Untersuchung nicht durchführen, weil dieselbe kaum von wesentlichem Nutzen
sein würde. Denn obwohl die Grössen Dm ihrem Wesen nach einfach definirt sind, so sind
sie doch in ihrer Form zu unsymmetrisch und complicirt, als dass die Einführung dieser
Ausdrücke für die σ -Quotienten in algebraische Probleme – wie etwa das der Verification
der σ -Relationen – vortheilhaft sein könnte.

§ 23.

Einige der nun folgenden Sätze beruhen auf einer Umkehrung des in § 20 bewiesenen
Theorems. Es seien wieder U , U ′, U ′′ die drei Normal-Integrale, ausgedehnt von einer
festen unteren Grenze (a, b, c) bis zum Punkte (x, y, z), und wir bilden wieder ein Product
von σ -Quotienten

Q =
r−1

∏
α=0

{
σ(U + vα · · ·)kα

σ(U +wα · · ·)lα

}
.

Die 2r Systeme von je drei Constanten:

vα , v′α , v′′α ; wα , w′α , w′′α (α = 0, 1 · · ·r−1)

mögen vorläufig ganz unbestimmt bleiben; das Product aller Indices k, l soll wieder mit m
bezeichnet werden. Wir nehmen nun an, dass dieser Quotient sich in der Form

ΦηmR(x, y, z)

darstellen lasse, wo ηmR(x, y, z) eine mit dem Factor ηm behaftete algebraische Function
von x, y, z bedeuten soll, Φ dagegen eine Function, die an keiner Stelle Null oder unendlich
wird. Es lässt sich dann beweisen, dass die Summen

∑(vα −wα), ∑(v′α −w′α), ∑(v′′α −w′′α)
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gleich einem vollständigen Periodensystem, und der Factor Φ eine Exponentialgrösse sein
muss, deren Exponent ein Integral erster Gattung ist.

Um dies zu zeigen, multipliciren wir Q mit noch einem neuen σ -Quotienten:

σ(U + v · · ·)0

σ(U +w · · ·)0
,

die Constanten w, w′, w′′ nehmen wir beliebig an; v, v′, v′′ dagegen bestimmen wir so, dass
die Gleichungen

v−w+
r−1

∑
α=0

(vα −wα) = 0,

v′−w′+
r−1

∑
α=0

(v′α −w′α) = 0,

v′′−w′′+
r−1

∑
α=0

(v′′α −w′′α) = 0

befriedigt werden. Das Product

Q
σ(U + v · · ·)0

σ(U +w · · ·)0

ist dann, dem bewiesenen Theorem zufolge, eine mit dem Factor ηm behaftete algebraische
Function von (x, y, z). Da nun

Q = ΦηmR(x, y, z)

ist, so folgt hieraus:

Φ
σ(U + v · · ·)0

σ(U +w · · ·)0
= R′(x, y, z),

wo R′(x, y, z) eine rationale Function bedeutet. Setzen wir jetzt für (x, y, z) das Werthsystem
(x0, y0, z0), welches wir als veränderlich auffassen – wodurch U in U0, U ′ in U ′0, U ′′ in U ′′0
übergeht, dagegen

U1 +U2 +U3−V0−V1−V2−V3

für w, und die entsprechenden Ausdrücke für w′, w′′, und bezeichnen die Constanten v−w,
v′−w′, v′′−w′′, welche durch die drei Gleichungen

v−w+
r−1

∑
α=0

(vα −wα) = 0, etc.

bestimmt sind, durch h, h′, h′′, so erhalten wir:

Φ
0 σ(u+h · · ·)0

σ(u · · ·)0
= R′(x0, y0, z0).
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Hier bedeutet Φ0 eine Function von (x0, y0, z0), welche nie unendlich wird; die ratio-
nale Function R′(x0, y0, z0) könnte also nur dann unendlich werden, wenn σ(u, u′, u′′)0
verschwindet. Die drei Punkte, in denen dies geschieht, sind algebraisch bestimmt, näm-
lich als die von (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) verschiedenen Nullpunkte (x′1, y′1, z′1)
(x′2, y′2, z′2) (x′3, y′3, z′3) der Function D0. Die beiden Systeme von je drei Punkten (xh, yh, zh)
und (x′h, y′h, z′h) sind wechselseitig durch einander bestimmt; das eine System kann da-
her ebensogut als unabhängig aufgefasst werden. Demnach ist R′(x0, y0, z0) eine rationale
Function, die nur an drei Punkten von willkürlicher Lage unendlich werden kann. Eine
solche Function existirt nicht ausser der Constanten; daher muss

R′(x0, y0, z0) = c

sein, wo c eine Constante bedeutet. Daraus geht nun hervor, dass der Quotient

σ(u+h+ · · ·)0

σ(u · · ·)0
,

als abhängig von (x0, y0, z0) aufgefasst, an keiner Stelle Null oder unendlich wird. Da die-
ser Quotient nun symmetrisch in Bezug auf die vier Werthsysteme (xh, yh, zh) ist, so folgt,
dass dieser Quotient, auch als Function von u, u′, u′′ aufgefasst, für alle endlichen Werthe
dieser Argumente einen endlichen, von Null verschiedenen Werth hat.

Vermehrt man nun in dieser Function die Argumente um ein Periodensystem, so än-
dert sich dieselbe nur um einen constanten Factor. Aus beiden Eigenschaften zusammen
folgt, dass dieser Quotient eine Exponentialgrösse sein muss, deren Exponent eine lineare
Function von u, u′, u′′ ist. Hieraus aber ergiebt sich, dass das Grössensystem h, h′, h′′ ein
Periodensystem sein muss. Wir erhalten also:

h = 2ω̃, h′ = 2ω̃
′, h′′ = 2ω̃

′′;
σ(u+h · · ·)0

σ(u · · ·)0
= eη(u,u′,u′′; pq);

daher

Φ
0 = ce−η(u,u′,u′′; pq),

= c′e−(2η̃U0+2η̃ ′U ′0+2η̃ ′′U ′′0 ).

Damit ist die Umkehrung bewiesen. Man sieht hier zugleich, dass man durch Hinzufügung
eines Periodensystems zu einem beliebigen der 2r Grössensysteme (vα , v′α , v′′α), (wα , w′α ,
w′′α) bewirken kann, dass gradezu

r−1

∑
α=0

(vα −wα) = 0,
r−1

∑
α=0

(v′α −w′α) = 0,
r−1

∑
α=0

(v′′α −w′′α) = 0
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wird; der Factor Φ wird dann eine Constante.
Aus diesem Satze folgt zunächst das Abel’sche Theorem. Bezeichnen wir durch

(xα , yα , zα) (α = 0, 1 · · ·r−1)

die Punkte, in denen eine rationale Function rten Grades von (x, y, z) verschwindet, und
durch

(x′α , y′α , z′α) (α = 0, 1 · · ·r−1)

diejenigen, in denen sie unendlich wird, und bildet man das Product:

Q =
r−1

∏
α=0

{
σ(U(x, y, z)−U(xα , yα , zα) · · ·)n

σ(U(x, y, z)−U(x′α , y′α , z′α) · · ·)n

}
(unter σn verstehen wir irgend eine ungrade Function), so wird dieser Quotient genau an
denselben Stellen und von derselben Ordnung Null und unendlich, wie die gegebene ratio-
nale Function R(x, y, z) selbst. Denn wir wissen, dass, wenn in der Function σ(u, u′, u′′)n
für die Argumente u, u′, u′′ die Differenzen

U(x, y, z)−U(x′, y′, z′), U ′(x, y, z)−U ′(x′, y′, z′),
U ′′(x, y, z)−U ′′(x′, y′, z′)

eingesetzt werden, σn in eine Function von (x, y, z) übergeht, die nur im Punkte (x′, y′, z′)
und dem festen Punktepaare (n) verschwindet. — Demnach ist

Q = ΦR(x, y, z),

wo Φ einen Factor bedeutet, der nirgends verschwindet, noch unendlich wird. Wenden wir
nun den oben bewiesenen Satz an, so erhalten wir:

(60)



r−1

∑
α=0

{
U(xα , yα , zα)−U(x′α , y′α , z′α)

}
= 2ω̃,

r−1

∑
α=0

{
U ′(xα , yα , zα)−U ′(x′α , y′α , z′α)

}
= 2ω̃

′,

r−1

∑
α=0

{
U ′′(xα , yα , zα)−U ′′(x′α , y′α , z′α)

}
= 2ω̃

′′;

also den Abel’schen Satz über die Integrale erster Gattung. In diesem liegt der Grund,
weswegen die Ausdrücke der σ -Quotienten, welche wir aufgestellt haben, unabhängig sind
von der Lage der Linie H = 0, von der doch die unteren Grenzen der Integrale abhängen,
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durch welche die Argumente ausgedrückt sind. Denn wenden wir den Abel’schen Satz auf
die rationale Function

H

H′
=

AH +BH +CH

A′H +B′H +C′H
an, welche in den vier Punkten (ah, bh, ch)(h = 0, 1, 2, 3) gleich Null, in vier andern:
(a′h, b′h, c′h) unendlich gross wird, so erkennen wir, dass sich die Integral-Summen:

3

∑
h=0
{U(ah, bh, ch)}=

3

∑
h=0

(Vh),

∑
{

U ′(ah, bh, ch)
}

= ∑(V ′h),

∑
{

U ′′(ah, bh, ch)
}

= ∑(V ′′h )

entweder gar nicht, oder nur um ein Periodensystem ändern, wenn die vier von den Doppel-
punkten verschiedenen Nullpunkte der Function H durch die einer andern linearen Function
von H, H, H ersetzt werden. Daher können auch die Argumente auf diese Weise sich nur
um Perioden ändern.

Lassen wir speciell die linearen Ausdrücke H, H′ mit zweien der 28 Functionen Hn, Hm
– also zwei Doppeltangenten im Gebilde M = 0 — zusammenfallen, so fallen die Punkte
(ah, bh, ch) paarweise zusammen, und ebenso die vier Punkte (a′h, b′h, c′h). Wir bekommen
also dann:

2
1

∑
h=0

{
U(ah, bh, ch)−U(a′h, b′h, c′h)

}
= 2ω̃,

oder:
1

∑
h=0

{
U(ah, bh, ch)−U(a′h, b′h, c′h)

}
= ω̃;

und die entsprechenden Gleichungen gelten für die andern Normal-Integrale U ′ und U ′′.
Denken wir uns für den Augenblick die Integrale als Functionen von H, H, H, und

bezeichnen durch an, a′n, a′′n die drei Normal-Integrale, ausgedehnt von einem festen Punkte
bis zu einem Berührungspunkte der Doppeltangente Hn = 0; durch bn, b′n, b′′n diejenige,
welche von demselben festen Punkte bis zum andern Berührungspunkte erstreckt sind;
dann folgt hieraus, dass durch die Summen je zweier bestimmter Integrale

(an−am)+(bn−bm),
(a′n−a′m)+(b′n−b′m),
(a′′n−a′′m)+(b′′n−b′′m),

deren untere Grenzen die beiden Berührungspunkte der Tangente Hm = 0, und deren obere
Grenzen die Berührungspunkte der Tangente Hn = 0 sind, ein halbes Periodensystem darge-
stellt wird. Dieses halbe Periodensystem können wir auf folgende Weise näher bestimmen.
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Wir bilden den Quotienten:

Q =
σ(U−am · · ·)k σ(U−bm · · ·)k σ(U · · ·)n

σ(U−an · · ·)k σ(U−bn · · ·)k σ(U · · ·)m
;

k soll irgend einen ungraden Index bedeuten. Von diesem Quotienten ist leicht zu sehen,
dass der Zähler an denselben Stellen verschwindet, wie der Nenner. Denn es wird der erste
Factor nur Null in dem einen Berührungspunkt der Tangente Hm = 0, nur unendlich in dem
einen Berührungspunkt der Doppeltangente Hn = 0; der zweite Factor wird Null in dem
andern Berührungspunkt der Tangente Hm = 0, unendlich in dem andern Berührungspunkt
der Tangente Hn = 0. In denselben Punkten, in welchen die beiden ersten Factoren ver-
schwinden, wird der dritte unendlich; und umgekehrt verschwindet der dritte Factor in den
beiden Unendlichkeitspunkten der beiden ersten. Q ist also eine Function von x, y, z, die
nirgends Null und nirgends unendlich wird. Wir können jetzt σ(U · · ·)n ersetzen durch das
Product von σ(U−ωmn · · ·)m mit einem Exponentialfactor; dadurch erhält man

σ(U−am · · ·)k σ(U−bm · · ·)k σ(U−ωmn · · ·)m

σ(U−an · · ·)k σ(U−bn · · ·)k σ(U · · ·)m
= Φ,

wo Φ eine Function bedeutet, die weder Null, noch unendlich wird. Nach dem Satze, wel-
chen wir vorhin bewiesen haben, muss nun:

(61)


an−am +bn−bm = ω

mn +2ω̃,

a′n−a′m +b′n−b′m = ω
mn′+2ω̃

′,

a′′n−a′′m +b′′n−b′′m = ω
mn′′+2ω̃

′′

sein. Dadurch ist jetzt der Index, der zu dem halben Periodensystem ω̃ , ω̃ ′, ω̃ ′′ gehört,
bestimmt.

Will man jetzt in der Darstellung des Quotienten

(59′)
σ(u, u′, u′′)m

σ(u, u′, u′′)n
= C

Dm

Dn

auch den constanten Factor C bestimmen, so wähle man einen Index r so, dass die zu-
sammengesetzten mr und nr grade werden – was, wie schon in § 20 gezeigt worden ist,
jedenfalls möglich ist – und zerlege r in zwei ungrade Indices k, l. Man kann dann die vier
Functionen pm, qm, rm, sm, die zur Bildung von Dm verwendet werden, so wählen, dass pm
und qm den Factor

√
Hk, rm und sm den Factor

√
Hl enthalten, dass also

pm = Akm
√

Hk, qm = Bkm
√

Hk,

rm = Alm
√

Hl, sm = Blm
√

Hl
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ist, wo Akm und Bkm Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem Index km, Alm und Blm
solche mit dem Index lm sind. In der Wahl dieser vier Functionen hat man noch eine ge-
wisse Freiheit, da jede lineare Function von Akm und Bkm wieder eine Function derselben
Art ist.

Ebenso können wir, da auch nkl grade ist, setzen:

pn = Akn
√

Hk, qn = Bkn
√

Hk,

rn = Aln
√

Hl, sn = Bln
√

Hl.

Die acht Grössen A, B denken wir uns irgendwie bestimmt, so dass jetzt
Dm

Dn
ein bestimmter

Ausdruck wird. Nun setzen wir in der Formel (59) für die oberen Grenzen der Integrale
U0, U1, U2, U3 bestimmte Punkte des Gebildes M = 0; wir setzen nämlich fest, dass die
Punkte (x0, y0, z0) und (x1, y1, z1) den beiden Berührungspunkten der Tangente Hl = 0, und
(x2, y2, z2), (x3, y3, z3) den beiden Berührungspunkten der Tangente Hk = 0 entsprechen
sollen. Dann geht U0 +U1 in al +bl , U2 +U3 in ak +bk über. Ausserdem ist aber nach dem
Abel’schen Satze: V0 +V1 +V2 +V3 = 2al +2bl +2ω̃ . Es ist daher

u =
3

∑
h=0
{Uh−Vh}= ak−al +bk−bl−2ω̃.

Das Entsprechende gilt für die andern Argumente u′, u′′. Wir erkennen daher, dass bei
den Voraussetzungen, welche wir gemacht haben, die Argumente u, u′, u′′ in ein halbes
Periodensystem mit dem Index kl übergehen:

u = ω
kl +2ω̃,

u′ = ω
kl ′+2ω̃

′,

u′′ = ω
kl ′′+2ω̃

′′.

Der Quotient
σm

σn
geht daher über in:

±σ(ωkl · · ·)m

σ(ωkl · · ·)n
,

eine Grösse, die leicht durch die Moduln ausgedrückt werden kann.
Auf der rechten Seite der Gleichung (59) haben wir nun

H0
l = 0, H1

l = 0, H2
k = 0, H3

k = 0
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zu setzen. Dadurch werden die Grössen r0
m, s0

m, r1
m, s1

m, p2
m, q2

m, p3
m, q3

m gleich Null; die
Determinante Dm geht demnach über in

Dm =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p0

m q0
m 0 0

p1
m q1

m 0 0
0 0 r2

m s2
m

0 0 r3
m s3

m

∣∣∣∣∣∣∣∣= (p0
mq1

m−q0
m p1

m)(r2
ms3

m− s2
mr3

m).

In derselben Weise zerfällt die andere Determinante Dn; indem wir den gemeinsamen Fac-
tor beider √

H0
k

√
H1

k

√
H2

l

√
H3

l

fortlassen, erhalten wir demnach:

Dm

Dn
=

A0
kmB1

km−B0
kmA1

km

A0
knB1

kn−B0
knA1

kn
·

A2
lmB3

lm−B2
lmA3

lm

A2
lnB3

ln−B2
lnA3

ln
.

In dem ersten Factor genügen die vorkommenden Grössen H0 und H1 den Gleichungen
H0

l = 0 und H1
l = 0, in dem zweiten die Grössen H2 und H3 den Gleichungen H2

k = 0
und H3

k = 0. Die Ausdrücke lassen sich reduciren durch Anwendung der in § 9 aufgestell-
ten Relationen unter den Wurzelgrössen. Auf diese Weise gelangt man schliesslich dazu,
Dm

Dn
durch die Parameter allein darzustellen. Der Coefficient C ist dann gegeben durch die

Gleichung:

C =±σ(ωkl · · ·)m

σ(ωkl · · ·)n

Dn

Dm
.

Die Unbestimmtheit des Vorzeichens rührt nur daher, dass der Quotient
σm

σn
sein Zei-

chen wechselt, wenn die Argumente um ein Periodensystem vermehrt werden. Bei der
Darstellung eines Products

σm

σn

σ ′m
σ ′n

,

in welchen die Indices m, n, m′, n′ der Bedingung mn = m′n′ genügen, fällt diese Unbe-
stimmtheit fort. Jede Abel’sche Function lässt sich daher auf diese Weise vollständig, auch
mit Einschluss des Zeichens, bestimmen.

Genauer geht auf die Aufgabe der Constanten-Bestimmung Herr Weber in seiner Theo-
rie der Abel’schen Functionen vom Geschlechte 3 ein, aus welcher diese Methode entlehnt
ist.
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§ 24.

Wir erhielten die Function σm dargestellt in dieser Form

(62) Ψσm = CmDm,

wo Ψ ein allen 64 Functionen gemeinsamer Factor ist. Wir wissen ferner, dass die Aus-
drücke der Quotienten

σm

σn
unabhängig sind von der Lage der Linie H = 0. Wir können

deshalb – indem wir Ψ nothwendigen Falles noch mit einem constanten Factor multipli-
ciren – annehmen, dass auch Cm von den Grössensystemen (a0, b0, c0) etc. unabhängig
ist.

Das Product Ψσm ist demnach als Function von (x0, y0, z0) (oder der entsprechenden
Grössen (H0, H0, H0)) zunächst definirt als eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem
Index m, welche an den drei übrigen Punkten (xh, yh, zh) verschwindet.

Diese Bedingung definirt die Function bis auf einen von (x0, y0, z0) unabhängigen Fac-
tor. Dieser Factor wird näher bestimmt durch die weitere Forderung, dass Ψσm eine alter-
nirende Function der vier Werthsysteme sein soll.

Ausdrücke von ganz anderer Form erhält man, wenn man die Wurzelfunctionen dritter
Ordnung durch Functionen von x, y, z ersetzt. Wir haben hier zunächst die Fälle zu unter-
scheiden, in denen m ungrade ist, von denen wo m grade ist; für diejenigen, in denen m
ungrade ist, sind wiederum die Fälle zu sondern, wo m eingliedrig ist, m = κ, von denen
wo m zweigliedrig ist, m = κλ ; endlich sind für grade Indices die beiden Fälle m = 0 und
m = κλ µ zu unterscheiden.

I. Es sei m = κ.
Dann stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf, durch welche wir Ψσκ ausdrücken

können: √
HκH,

√
HκH,

√
HκH,

√
Hκλ

√
Hµ

√
Hλ µ .

Dass diese linear unabhängig sind, erkennt man auf folgende Weise. Es ist
√

Hλ

√
Hµ

√
Hλ µ =

√
RFλ µ ,

√
R
√

Hκλ =
√

Hκ
√

Hλ Gκλ ;

daher: √
Hκλ

√
Hµ

√
Hλ µ =

√
HκFλ µGκλ .

Wenn zwischen den vier aufgestellten Functionen eine lineare Gleichung bestände, so müs-
ste demnach eine solche auch bestehen zwischen

H, H, H, Fλ µGκλ .

Das ist aber unmöglich; denn H, H, H sind linear unabhängig, und die letzte Function
hat im Punkte κ einen von Null verschiedenen Werth, während die drei andern in diesem
Punkte verschwinden.
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Nach Absonderung des Factors
√

Hκ geht also jede der aufgestellten vier Grössen über
in eine homogene Function dritter Ordnung von x, y, z, die in allen sechs von κ verschiede-
nen Punkten der Reihe 1, 2 · · ·7 verschwindet. Nun muss Ψσκ, als Function von (x0, y0, z0)
aufgefasst, ausserdem der Bedingung genügen, dass sie verschwindet an den drei Stellen
(xh, yh, zh) (h = 1, 2, 3); es ist demnach

Ψσκ =
√

H0
κP(x0, y0, z0),

wo P(x0, y0, z0) eine homogene Function dritter Ordnung von (x0, y0, z0) bedeutet, die an
den drei Stellen (xh, yh, zh) und den sechs von (aκ,bκ,cκ) verschiedenen Stellen (aα ,bα ,
cα) verschwindet.

Hierdurch ist P(x0, y0, z0) ebenfalls bis auf einen von (x0, y0, z0) unabhängigen Factor
definirt. Wir können nun eine Function dritter Ordnung, die diesen neun Bedingungen ge-
nügt, in der Form einer Determinante aufstellen. Die erste Horizontalreihe derselben möge
gebildet sein durch die Grössen:

x3
0, x2

0 y, x2
0 z, x0 y2

0 · · ·z3
0,

die darauf folgenden dadurch, dass wir x0, y0, z0 der Reihe nach ersetzen durch x1, y1, z1;
x2, y2, z2; x3, y3, z3 und die sechs von (aκ,bκ,cκ) verschiedenen Werthsysteme (aα , bα ,
cα); und zwar mögen diese in der Weise auf einander folgen, wie die Indices: α , β , γ , δ ,
λ , µ . Diese Determinante ist eine alternirende Function aller zehn in ihr vorkommenden
Grössensysteme. Um aus ihr einen in Bezug auf die von κ verschiedenen primitiven Indi-
ces α , β , γ , δ , λ , µ symmetrischen Ausdruck zu erhalten, multipliciren wir sie mit dem
alternirenden Vorzeichen:

ε = (−1)α|βγδλ µ+β |γδλ µ+γ|δλ µ+δ |λ µ+λ |µ

und bezeichnen das Product durch Pκ.
Wir erhalten jetzt:

Ψσκ = C
√

H0
κPκ,

wo C einen von (x0, y0, z0) unabhängigen Factor bedeutet. Wir setzen nun:

C = rκ

√
H1

κ

√
H2

κ

√
H3

κ.

Dann ist
Ψσκ = rκ

√
H0

κ

√
H1

κ

√
H2

κ

√
H3

κ Pκ.

Hier muss der Factor rκ nicht allein von (x0, y0, z0), sondern auch, da Ψσκ eine alterni-
rende Function der vier Werthsysteme sein soll, und Pκ eine solche ist, von den übrigen
Werthsystemen unabhängig, d. h. eine durch die Parameter ausdrückbare Constante sein.
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Die Verhältnisse dieser sieben Constanten rκ (auf die es allein ankommt, da wir nur
die Quotienten der σ bestimmen wollen), lassen sich durch folgende Methode angeben.
Es ist klar, dass sich jede homogene Function dritter Ordnung von (x0, y0, z0), die an den
drei Punkten (xh, yh, zh) (h = 1, 2, 3) verschwindet, durch ein lineares Aggregat der sieben
Functionen Pα darstellen lassen muss:

F(x0, y0, z0) =
7

∑
α=1

(AαPα).

Um die Coefficienten zu bestimmen, setzen wir (x0, y0, z0) = (aκ,bκ,cκ). Dann ver-
schwinden alle sieben Functionen Pα mit Ausnahme von Pκ; den Werth, den Pκ im Punkte
κ annimmt, wollen wir durch Pκ

κ bezeichnen. Es ist also

F(aκ,bκ,cκ) = AκPκ
κ .

Nun ist Pκ = εD, wo ε das vorhin gegebene Vorzeichen, und D eine Determinante bedeutet.
Setzen wir in dieser Gleichung (x0, y0, z0) = (aκ, bκ, cκ), so erhalten wir

Pκ
κ = εD,

wo D eine alternirende Function sämmtlicher zehn Werthsysteme (xh, yh, zh)(h = 1, 2, 3),
(aα ,bα ,cα)(α = 1, 2 · · ·7) bedeutet. Vertauschen wir in dieser Gleichung κ mit α , so än-
dert die Determinante D ihr Vorzeichen; wir erhalten also

Pα
α =−ε

′D,

wo
ε
′ = (−1)κ|βγδλ µ+β |γδλ µ+γ|δλ µ+δ |λ µ+λ |µ

ist. Nun ist
εε
′ = (−1)κα|βγδλ µ = (−1)κα|κα =−1;

es ist also −ε ′ = ε , und daher:
Pκ

κ = Pα
α .

Hieraus sehen wir, dass der Werth des Ausdrucks Pκ
κ = εD von dem Index κ unabhängig

ist. Wir bezeichnen diese Grösse durch P. Wir erhalten demnach die Identität:

PF(x0, y0, z0) =
7

∑
α=1
{F(aα ,bα ,cα)Pα} .

Diesen Satz wenden wir an auf eine bestimmte, in den gegebenen Punkten verschwin-
dende Function dritter Ordnung, nämlich auf das Determinanten-Product

F(x0, y0, z0) =

∣∣∣∣∣∣
x0 y0 z0
x1 y1 z1
aκ bκ cκ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
x0 y0 z0
x2 y2 z2
aλ bλ cλ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
x0 y0 z0
x3 y3 z3
aµ bµ cµ

∣∣∣∣∣∣ .
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Hier ist
F(aκ,bκ,cκ) = 0, F(aλ ,bλ ,cλ ) = 0, F(aµ ,bµ ,cµ) = 0;

dagegen

F(aα ,bα ,cα) = (−1)κλ µ|αF(x1, y1, z1)ακF(x2, y2, z2)αλ F(x3, y3, z3)αµ ,

wenn α von κ, λ , µ verschieden ist. Wir setzen der Kürze wegen:

F(xh, yh, zh)κλ = F(h)
κλ

.

Dann besteht also die Identität:

F(x0, y0, z0)P = ∑
α,β ,γ,δ

{
(−1)κλ µ|αF(1)

ακ F(2)
αλ

F(3)
αµ Pα

}
.

Wir denken uns nun die drei Werthsysteme (xh, yh, zh)(h = 1, 2, 3) so beschränkt, dass
die Gleichung

P = 0

erfüllt wird. Das Verschwinden des Ausdrucks P – oder, was dasselbe ist, der Determinante
D – sagt aus, dass es möglich ist, eine Function dritter Ordnung dreier Grössen x, y, z zu
bilden, die an den Stellen (xh, yh, zh) (h = 1, 2, 3) und den sieben Stellen (aα , bα , cα)(α =
1, 2 · · ·7) verschwindet. Es lassen sich nun alle Functionen dritter Ordnung, die an den
Stellen 1, 2 · · ·7 verschwinden, linear durch H(x, y, z), H(x, y, z), H(x, y, z) ausdrücken.
Die aufgestellte Bedingung ist daher gleichbedeutend mit folgender: Es muss ein linearer
Ausdruck

H = AH +BH +CH

existiren, der an den Punkten (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) verschwindet. Werden die
drei Werthsysteme in dieser Weise beschränkt, so gilt die Gleichung:

∑
α,β ,γ,δ

{
(−1)κλ µ|αF(1)

ακ F(2)
αλ

F(3)
αµ Pα

}
= 0.

Nun lassen wir in den Ausdrücken der Argumente

u =
3

∑
h=0
{U(xh, yh, zh)−U(ah, bh, ch)} , etc.

(x1, y1, z1) mit (a1, b1, c1), (x2, y2, z2) mit (a2, b2, c2), (x3, y3, z3) mit (a3, b3, c3) zusam-
menfallen. Dann ist die geforderte Bedingung erfüllt. Es geht aber hierdurch σ(u, u′, u′′)κ
über in σ(U(x0, y0, z0)−U(a0, b0, c0) · · ·)κ; daher wird

pσκ =
√

H(x0, y0, z0)κ
√

H(a0, b0, c0)κ,
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wo p einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet. Da gleichzeitig

Ψσκ = rκ
√

H(x0, y0, z0)κ
√

H(a1, b1, c1)κ
√

H(a2, b2, c2)κ
√

H(a3, b3, c3)κ Pκ

ist, so ergiebt sich demnach:

Pκ =
Ψ

rκ p

√
H(a0, b0, c0)κ√

H(a1, b1, c1)κ
√

H(a2, b2, c2)κ
√

H(a3, b3, c3)κ
.

Wir erhalten also die Relation:

∑
α,β ,γ,δ

{
(−1)κλ µ|α F(1)

ακ F(2)
αλ

F(3)
αµ

√
H0

α

rα

√
H1

α

√
H2

α

√
H3

α

}
= 0,

welche allemal dann gilt, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Punkte zusammenfallen mit
den von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunkten einer Function H = AH + BH +
CH. Wir ersetzen jetzt die lineare Function F durch Wurzelgrössen:

F1
ακ =

√
H1

α

√
H1

κ
√

H1
ακ√

R1
,

F2
αλ

=

√
H2

α

√
H2

λ

√
H2

αλ√
R2

,

F3
αµ =

√
H3

α

√
H3

µ

√
H3

αµ√
R3

.

Dann geht die gefundene Gleichung über in folgende:

∑
α,β ,γ,δ

{
(−1)κλ µ|α

√
H0

α

√
H1

ακ
√

H2
αλ

√
H3

αµ

rα

}
= 0.

Diese muss stets dann gelten, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Punkte der Curve M = 0
auf einer Graden liegen. Wir lassen nun die Grade, auf der diese Punkte liegen, mit einer
Doppeltangente Hd = 0 zusammenfallen. Dann fallen auch die Punkte 0, 1, 2, 3 paarweise
zusammen; und zwar mögen die Punkte 0 und 2 mit dem einen, 1 und 3 mit dem andern
Berührungspunkt zusammenfallen. Dadurch ergiebt sich:

∑
α,β ,γ,δ

{
(−1)κλ µ|α

√
H0

α

√
H0

αλ

√
H1

ακ
√

H1
αµ

rα

}
= 0.

Diese Gleichung gilt stets, wenn unter 0, 1 die beiden Berührungspunkte einer Doppeltan-
gente Hd = 0 verstanden werden. Wir setzen jetzt d = δ . Dann ist

H0
δ

= 0, H1
δ

= 0;
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die Gleichung reducirt sich demnach auf folgende:

S
α,β ,γ

{
(−1)κλ µ|α

√
H0

α

√
H0

αλ

√
H1

ακ
√

H1
αµ

rα

}
= 0.

Nun ist aber allgemein (nach der ersten Formel des in § 9 aufgestellten Systems):

(−1)βδ |α fβδλ

√
Hα

√
Hαλ +(−1)δα|β fαδλ

√
Hβ

√
Hβλ

+(−1)αβ |δ fαβλ

√
Hδ

√
Hδλ = 0;

folglich, da H0
δ

= 0,√
H0

α

√
H0

αλ
:
√

H0
β

√
H0

βλ
= (−1)δ |α fαδλ : (−1)δ |β fβδλ .

Ebenso ist: √
H0

α

√
H0

αλ
:
√

H0
γ

√
H0

γλ
= (−1)δ |α fαδλ : (−1)δ |γ fγδλ .

Daher können wir die zuletzt entwickelte Gleichung folgendermassen schreiben:

S
α,β ,γ

{
(−1)κλ µδ |α fαδλ

√
H1

ακ
√

H1
αµ

rα

}
= 0,

oder:

S
α,β ,γ

{
(−1)βγ|α fαδλ

√
H1

ακ
√

H1
αµ

rα

}
= 0;

und diese muss gelten, wenn der Punkt 1 irgend einen der beiden Berührungspunkte der
Tangente Hδ = 0 bedeutet. Wir wissen aber aus dem in § 9 aufgestellten Gleichungssystem,
dass zwischen den Grössen√

H1
ακ

√
H1

αµ ,
√

H1
βκ

√
H1

β µ
,
√

H1
γκ

√
H1

γµ ,

ganz unabhängig von der Lage des Punktes 1, die Relation besteht:

∑

{
(−1)βγ|αgα fαδλ

√
H1

ακ

√
H1

αµ

}
= 0.

Nun muss diese Relation mit der vorigen identisch sein. Denn sonst würden wir den Quo-
tienten

Q =

√
H1

ακ
√

H1
αµ√

H1
βκ

√
H1

β µ
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ausdrücken können durch die Coefficienten beider Gleichungen; wir würden also denselben
Werth erhalten, gleichviel, ob wir die Coordinaten des einen oder des andern Berührungs-
punktes einsetzen. Nun ist aber

√
H1

ακ√
H1

βκ

= (−1)δ |αβ fαδκ
fβδκ

√
H1

β√
H1

α

,

√
H1

αµ√
H1

β µ

= (−1)δ |αβ
fαδ µ

fβδ µ

√
H1

β√
H1

α

;

daher:

Q =
fαδκ fαδ µ

fβδκ fβδ µ

H1
β

H1
α

ist. Es würde also der Quotient
Hβ

Hα

denselben Werth in dem einen, wie in dem andern

Berührungspunkte haben. Dasselbe würde gelten von
Hγ

Hα

. Dies aber würde heissen, dass

die beiden Berührungspunkte zusammenfallen. Da dies unmöglich ist, so können die beiden
Gleichungen nicht verschieden sein. Es müssen daher die Coefficienten übereinstimmen;
d. h. es muss allgemein

rα

rβ

=
gβ

gα

sein. Wir können daher setzen:

rκ =
1

gκ
.

Somit ergiebt sich jetzt, mit vollständiger Constanten-Bestimmung:

(63) Ψσκ =
3

∏
k=0

{√
Hk

κ

} 1
gκ

Pκ.

II. Es sei jetzt m = κλ .
Für diesen Fall wird die Darstellung von Ψσm eine ähnliche; nur tritt hier anstatt Pκ eine

Function vierter Ordnung Qκλ auf. Wir stellen das System der Wurzelfunctionen dritter
Ordnung mit dem Index κλ auf:

√
Hκλ H,

√
Hκλ H,

√
Hκλ H,

√
Hκµ

√
Hλ

√
Hµ .

Diese multipliciren wir mit
1√
R

√
Hκ
√

Hλ . Dann wird

√
Hκ
√

Hλ

√
Hκλ√

R
= Fκλ ;

√
Hκ
√

Hµ

√
Hκµ√

R
Hλ = FκµHλ ;
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durch die Multiplication entsteht also folgendes System:

Fκλ H, Fκλ H, Fκλ H, FκµHλ .

Hieraus erkennt man zunächst, dass die aufgestellten vier Grössen wirklich linear unab-
hängig sind, also zur Darstellung von Ψσκλ verwandt werden können. Denn zwischen H,
H, H besteht offenbar keine lineare Gleichung; wäre aber FκµHλ durch die Grössen Fκλ H
etc. ausdrückbar, so wäre FκµHλ = Fκλ H, wo H eine homogene Function dritter Ordnung
bedeutet. Diese Gleichung müsste eine Identität sein, weil sie nur von der vierten Ord-
nung, die Gleichung zwischen x, y, z aber von der sechsten Ordnung ist. Es müsste also Hλ

identisch durch Fκλ theilbar sein; was nicht der Fall ist.
Alle vier zuletzt aufgestellten Functionen: Fκλ H etc. sind nun von der vierten Ordnung

und haben die Eigenschaft gemein, dass sie an allen Stellen 1, 2 · · ·7 verschwinden, an
den Stellen κ, λ aber von der zweiten Ordnung. Dies überträgt sich sofort auf das lineare
Aggregat, durch welches Ψσκλ dargestellt werden kann. Es muss

Ψσκλ =

√
R0

√
H0

κ
√

H0
λ

Q(x0, y0, z0)

sein, wo Q(x0, y0, z0) eine homogene Function vierter Ordnung von (x0, y0, z0) bedeutet,
die an den Stellen 1, 2 · · ·7 verschwindet, und zwar an den Stellen κ, λ von der zweiten
Ordnung. Ausserdem muss diese Function verschwinden, wenn (x0, y0, z0) = (xh, yh, zh)
(h = 1, 2, 3) gesetzt wird. Diesen Bedingungen können wir folgende Form geben:

Q(xh, yh, zh) = 0 (h = 1, 2, 3);
Q(aα ,bα ,cα) = 0 (α ≶ κ,λ ),

endlich
∂

∂x
Q(x, y, z) = 0,

∂

∂y
Q(x, y, z) = 0,

∂

∂ z
Q(x, y, z) = 0

für x = aκ, y = bκ, z = cκ und für x = aλ , y = bλ , z = cλ .

Dies sind 14 lineare homogene Gleichungen zwischen den 15 Coefficienten der Function
Q(x, y, z). Dieselbe ist daher durch diese Bedingungen bis auf einen von (x0, y0, z0) unab-
hängigen Factor bestimmt.

Wir stellen diese Function wieder durch eine Determinante dar. Die erste Horizontal-
reihe sei:

x4
0, x3

0y0, x3
0z0, x2

0y2
0, x2

0y0z0 · · ·z4
0.

Die darauf folgenden acht Reihen sollen dadurch entstehen, dass man in der ersten (x0, y0,
z0) ersetzt der Reihe nach durch

(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3), (aα , bα , cα), (aβ , bβ , cβ ),

(aγ , bγ , cγ), (aδ , bδ , cδ ), (aµ , bµ , cµ);
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die nächsten sechs dadurch, dass man die Glieder der ersten Reihe nach x0, y0, z0 differen-
zirt, und dann (x0, y0, z0) erstens durch (aκ, bκ, cκ), zweitens durch (aλ , bλ , cλ ) ersetzt.
Die letzte Reihe ist demnach:

0, 0, a3
λ
, 0, a2

λ
bλ · · ·4c3

λ
.

Diese Determinante ist eine alternirende Function der neun Werthsysteme:

(xh, yh, zh) (h = 0, 1, 2, 3), (aα , bα , cα) (α von κ, λ verschieden),

und in Bezug auf jedes derselben von der vierten Ordnung; ferner ist sie eine alternirende
Function der beiden Grössensysteme (aκ, bκ, cκ) und (aλ , bλ , cλ ), und in Bezug auf jedes
von der neunten Ordnung. Um aus ihr eine Grösse zu erhalten, welche in Bezug auf die
Indices α , β , γ , δ , µ einerseits und κ, λ andrerseits symmetrisch ist, multipliciren wir sie
mit dem Vorzeichen:

ε = (−1)α|βγδ µ+β |γδ µ+γ|δ µ+δ |µ+κ|λ .

Das Product können wir dann bezeichnen durch Qκλ . – Nun ist Qκλ eine alternirende
Function der vier Werthsysteme (xh, yh, zh); Ψσκλ soll dieselbe Eigenschaft haben; daraus
folgt, dass wir setzen müssen:

(64) Ψσκλ = rκλ

3

∏
k=0

{ √
R(k)√

H(k)
κ

√
H(k)

λ

}
Qκλ ,

wo der Factor rκλ sowohl von (x0, y0, z0), als den übrigen Veränderlichen unabhängig, also
eine durch die Parameter ausdrückbare Constante sein muss.

Aus der Form, in der wir die 28 ungraden σ -Functionen dargestellt haben, geht die
Existenz der zwischen ihnen bestehenden Relationen hervor. Ein Theil derselben geht sogar
über in identische Determinanten-Relationen, gültig für unbeschränkte Werthe der Grössen
(xh, yh, zh), und von ähnlicher Natur, wie die Relationen zwischen den Determinanten-
Ausdrücken Fκλ , Gκλ , Hκ, zu denen wir durch die Betrachtung der Beziehungen zwischen
den speciellen σ -Functionen gelangt sind.

Nehmen wir diejenige Relation unter den ungraden σ , von der wir am Anfang ausge-
gangen sind:

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκσασακ

}
= 0,

so verwandelt sich diese, durch Einsetzung der gefundenen Ausdrücke für die σ , in

(65) S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α

ρακ fγδκ fδβκ fβγκPαQακ

}
= 0,

wo ρακ für rαrκrακ gesetzt worden ist.
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Wir behaupten nun zunächst, dass diese Gleichung eine Identität ist. Nehmen wir an,
dass zwar (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) der Gleichung L = 0 genügen, x0, y0, z0 aber
unabhängige Grössen sind, und bezeichnen unter dieser Voraussetzung die linke Seite der
Gleichung (65) durch M(x0, y0, z0), so muss

M(x0, y0, z0) = F(x0, y0, z0)L(x0, y0, z0)

sein, weil M stets verschwindet, wenn das Werthsystem (x0, y0, z0) der Gleichung L = 0
genügend angenommen wird. F(x0, y0, z0) muss eine lineare Function sein, da Pα von der
dritten, Qακ von der vierten, L aber von der sechsten Dimension ist. Nun verschwindet zwar
L(x0, y0, z0) an den Stellen (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3); aber, da dies keine Doppel-
punkte der Gleichung sind, nur von der ersten Ordnung, während M(x0, y0, z0) an diesen
Stellen von der zweiten Ordnung verschwindet. Es müsste demnach die lineare Function
F(x0, y0, z0) ebenfalls an den drei Stellen verschwinden. Dies ist nur dadurch möglich, dass
F – und somit auch M – identisch verschwindet.

Hierauf gestützt, können wir jetzt dieselbe Folgerung machen, indem wir (x0, y0, z0)
und (x1, y1, z1) als unabhängige Grössen ansehen; und indem man dies fortsetzt, erkennt
man, dass die Gleichung (65) gilt, wenn die Grössen (xh, yh, zh), ebenso wie die Parameter
(aα ,bα ,cα), als unabhängige Grössen angesehen werden.

Ferner lässt sich leicht zeigen: Die Verhältnisse der Grössen ρακ, ρβκ, ργκ, ρδκ ent-
halten die Parameter aλ , bλ , cλ ; aµ , bµ , cµ nicht. Denn nehmen wir das Entgegengesetzte
an, und vertauschen (aλ ,bλ ,cλ ) der Reihe nach mit (x0, y0, z0), (x1, y1, z1), (x2, y2, z2).
Die Determinanten-Ausdrücke Pα und Qακ vertauschen dadurch nur ihr Zeichen. Dann
bekämen wir vier, und mit der ursprünglichen, fünf homogene lineare Gleichungen zwi-
schen den Producten PαQακ, Pβ Qβκ, PγQγκ, Pδ Qδκ, die offenbar unabhängig von einan-

der sein müssten. Dies ist unmöglich. Es kann daher der Quotient
ρακ
ρβκ

nicht die Grössen

(aλ ,bλ ,cλ ) enthalten. Dies gilt natürlich für alle vier Indices λ , die von α , β und κ ver-
schieden sind. Eine nähere Untersuchung der Gleichung zeigt nun, dass dieser Quotient
auch von (aα ,bα ,cα), (aβ ,bβ ,cβ ), (aκ,bκ,cκ) nicht abhängen kann. Denn schreiben wir
die Gleichung in dieser Form:

(−1)βγδ |α ρακ
ρβκ

fγδκ fδβκ fβγκPαQακ

=− 1
ρβκ

S
β ,γ,δ

{
(−1)γδα|β

ρβκ fδακ fδγκ fαγκPβ Qβκ

}
,

so ist in Bezug auf aα , bα , cα auf der rechten Seite jedes Glied eine homogene ganze
Function von der Dimension 9. Es ist daher

ρακ
ρβκ

PαQακ
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eine ganze homogene Function neunter Dimension von aα , bα , cα . Diese muss, da die
Determinanten Pα und Qακ keine Theiler besitzen, die selbst ganze Functionen von aα ,
bα , cα wären, durch Pα und Qακ theilbar sein; und zwar so, dass der Quotient wieder
eine ganze Function ist. Nun ist Pα von aα , bα , cα unabhängig, Qακ dagegen von der
Dimension 9. Daraus folgt, dass

ρακ
ρβκ

eine ganze Function 0ter Dimension von aα , bα , cα

ist. Das heisst:
ρακ
ρβκ

enthält aα , bα , cα gar nicht; ebensowenig natürlich aβ , bβ , cβ .

Es könnte hiernach
ρακ
ρβκ

höchstens von (aκ,bκ,cκ) abhängen. Aber auch dies ist un-

möglich; denn man kann
ρακ
ρβκ

zerlegen in
ρακ
ραβ

, und
ρβα

ρβκ
. Von beiden Factoren ist durch das

Vorhergehende gezeigt, dass sie von aκ, bκ, cκ unabhängig sind; folglich gilt dasselbe von
ρακ
ρβκ

. Nun enthält die Gleichung, durch welche dieser Quotient völlig bestimmt sein muss,

ausser den Veränderlichen und den Parametern noch die alternirenden Vorzeichen. Aber
auch diese fallen fort, sobald man anstatt der Grössen Pα , Qακ etc. und der Grössen fγδκ,

fδβκ etc. die reinen Determinanten-Ausdrücke einführt. Es muss daher
ρακ
ρβκ

einen rein

numerischen Werth haben. Hieraus folgt offenbar, dass
ρακ
ρβκ

=
ρβκ
ρακ

sein muss. Nun kann

ρακ
ρβκ

nicht gleich −1 sein; denn dann würde man erhalten: ρακ = −ρβκ, ρακ = −ργκ,

ρβκ = −ργκ, und dies würde einen Widerspruch einschliessen. Daher muss ρακ = ρβκ
sein; d. h. es müssen alle 21 Grössen ρκλ denselben Werth haben. Nun ist

ρκλ = rκrλ rκλ = c; rκ =
1

gκ
;

daher erhalten wir:

rκλ =
c

gκgλ

,

Ψσκλ =
cQκλ

gκgλ

3

∏
k=0

{ √
R(k)√

H(k)
κ

√
H(k)

λ

}
,(66)

wo jetzt c für alle 21 Functionen σκλ denselben Factor bedeutet. Zugleich erkennen wir,
dass zwischen den Determinanten-Ausdrücken P und Q die folgende identische Relation
besteht:

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α fγδκ fδβκ fβγκPαQακ

}
= 0.

III. Es sei m = κλ µ .
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Für die graden σ -Functionen lassen sich Ausdrücke von genau analoger Form nicht
aufstellen. Es tritt hier ein ähnliches Verhalten ein, wie in der Theorie der Abel’schen
Functionen von zwei Argumenten, wo die Quotienten

σκλ

σ0
ebenfalls in ganz anderer Form

dargestellt werden, wie die Grössen
σκ
σ0

(unter σm verstehen wir dort die Function Θ(u, u′;

µmε , νmε), oder eine Function, die sich von dieser nur um einen willkürlich anzunehmen-
den constanten Factor unterscheidet).

Für m = κλ µ stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf:
√

Hκ
√

Hκλ

√
Hκµ ,

√
Hλ

√
Hλ µ

√
Hλκ,

√
Hµ

√
Hµκ
√

Hµλ ,
√

Hκ
√

Hλ

√
Hµ .

Diese multipliciren wir sämmtlich mit dem Factor:
√

Hκ
√

Hλ

√
Hµ

R
.

Da das Product dieses Factors mit
√

Hκ
√

Hκλ

√
Hκµ gleich Fκλ Fκµ ist, so bekommen

wir dadurch folgendes System:

Fκλ Fκµ , Fλ µFλκ, FµκFµλ ,
HκHλ Hµ

R
,

von dem leicht einzusehen ist, dass die einzelnen Grössen unter einander linear unabhängig
sind. Denn zwischen den ersten drei Gliedern, welche quadratische Functionen von x, y, z
sind, die in den Punkten κ, λ , µ verschwinden, besteht offenbar keine Relation. Der letzten
aber können wir, da

HκHλ Gκλ = RFκλ

ist, die Form geben:
HµFκλ

Gκλ

.

Wäre diese durch die drei früheren ausdrückbar, so müsste eine Gleichung bestehen von
der Form:

HµFκλ = Gκλ G,

wo G eine homogene quadratische Function bedeutet. Diese Gleichung müsste, da sie nur
von der vierten Ordnung ist, eine Identität sein. Es müsste also Hµ durch Gκλ theilbar sein,
was nicht der Fall ist. Die Function Ψσκλ µ muss deshalb darstellbar sein in dieser Form:

Ψσκλ µ =
R0

√
H0

κ
√

H0
λ

√
H0

µ

{
G(x0, y0, z0)+C

H0
κH0

λ
H0

µ

R0

}
,



Abriss einer Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. 159

wo G(x0, y0, z0) eine quadratische Function bedeutet, die in den Punkten κ, λ , µ ver-
schwindet. Dieser Ausdruck für Ψσκλ µ muss ferner so bestimmt werden, dass er ver-
schwindet, wenn (x0, y0, z0) = (xh, yh, zh)(h = 1, 2, 3) gesetzt wird. Zu diesem Zweck bil-
den wir eine sechsgliedrige Determinante, deren erste Horizontalreihe durch die Grössen

x2
0, x0y0, x0z0, y2

0, y0z0, z2
0

gebildet wird. Die darauf folgenden sollen aus dieser dadurch entstehen, dass man (x0, y0,
z0) der Reihe nach durch

(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (aκ, bκ, cκ), (aλ , bλ , cλ ), (aµ , bµ , cµ)

ersetzt. Diese Determinante multipliciren wir, um sie in Bezug auf die Indices κ, λ , µ

symmetrisch zu machen, mit dem Vorzeichen

ε = (−1)κ|λ µ+λ |µ

und bezeichnen das Product durch

G(0, 1, 2)κλ µ .

Unter G(0, 1, 3)κλ µ soll dann diejenige Grösse verstanden werden, die aus G(0, 1, 2)κλ µ

durch Vertauschung des Werthsystems (x2, y2, z2) mit (x3, y3, z3) entsteht, u. s. f. Es ist
dann offenbar:

G(0, 1, 2) =−G(1, 0, 2),
G(0, 0, 2) = 0, etc.

Die Function G(x0, y0, z0) muss dann auf die Form gebracht werden können:

G(x0, y0, z0) = aG(0, 2, 3)κλ µ +bG(0, 3, 1)κλ µ + cG(0, 1, 2)κλ µ ,

wo a, b, c von (x0, y0, z0) unabhängige Coefficienten bedeuten. Diese Coefficienten müssen
so bestimmt werden, dass der Ausdruck

G(x0, y0, z0)+C
H0

κH0
λ

H0
µ

R0

verschwindet, wenn (x0, y0, z0) gleich einem der drei andern Werthsysteme gesetzt wird.
Wir erhalten also:

G(x1, y1, z1)+C
H1

κH1
λ

H1
µ

R1 = 0.
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Andrerseits ist aber, da G(0, 3, 1)κλ µ und G(0, 1, 2)κλ µ verschwinden, wenn (x0, y0, z0) =
(x1, y1, z1) gesetzt wird:

G(x1, y1, z1) = aG(1, 2, 3)κλ µ .

Wir können also setzen:

C = G(1, 2, 3)κλ µ ,

a =−
H1

κH1
λ

H1
µ

R1 .

In derselben Weise ergiebt sich:

b =−
H2

κH2
λ

H2
µ

R2 ,

c =−
H3

κH3
λ

H3
µ

R3 .

Die Function, welche wir auf diese Weise erhalten, bezeichnen wir durch Rκλ µ :

(67)



Rκλ µ =
H0

κH0
λ

H0
µ

R0 G(1, 2, 3)κλ µ −
H1

κH1
λ

H1
µ

R1 G(2, 3, 0)κλ µ

+
H2

κH2
λ

H2
µ

R2 G(3, 0, 1)κλ µ −
H3

κH3
λ

H3
µ

R3 G(0, 1, 2)κλ µ

= ∑

{
±

H0
κH0

λ
H0

µ

R0 G(1, 2, 3)κλ µ

}
,

in welcher Summe jedes Glied aus dem vorhergehenden durch cyklische Vertauschung
der Werthsysteme (x0, y0, z0) · · ·(x3, y3, z3) und durch Aenderung des Zeichens hervorgeht.
Die Grösse R bedeutet in dieser Formel die dritte Wurzel aus dem Product aller sieben
Grössen Hα :

R = 3
√

H1H2H3H4H5H6H7;

sie kann indess auch rational dargestellt werden.
Da Rκλ µ offenbar eine alternirende Function der vier Werthsysteme ist, so erhalten wir

jetzt:

(68) Ψσκλ µ = c
3

∏
k=0

{
R(k)√

H(k)
κ

√
H(k)

λ

√
H(k)

µ

}
Rκλ µ ,

wo c einen von allen Werthsystemen unabhängigen Factor bedeutet. Dieser kann indess
möglicher Weise noch von dem Index κλ µ abhängen.
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IV. m = 0.
Hier gehen wir aus von dem System:
√

Hκ
√

Hλ

√
Hκλ ,

√
Hλ

√
Hµ

√
Hλ µ ,

√
Hµ

√
Hκ
√

Hµκ,
√

Hκλ

√
Hλ µ

√
Hµκ,

oder: √
RFκλ ,

√
RFλ µ ,

√
RFµκ,

√
R

Fκλ FκµGλ µ

Hκ
.

Dass diese Grössen linear unabhängig sind, zeigt sich in derselben einfachen Weise, wie
früher. Es muss sich also jede Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index 0 in dieser
Form darstellen lassen:

√
R

(Ax+By+Cz)Hκ +DFκλ FκµGλ µ

Hκ
.

Der Zähler dieses Quotienten ist eine homogene Function vierter Ordnung, die an allen
Doppelpunkten verschwindet, an der Stelle κ aber von der zweiten Ordnung. Hier ist der
Index κ bevorzugt; wir können aber dieselbe Function in den drei Formen:

√
R

G1

Hκ
,
√

R
G2

Hλ

,
√

R
G3

Hµ

,

also auch in der Form: √
R

AG1 +BG2 +CG3

AHκ +BHλ +CHµ

darstellen, wo A, B, C beliebige Coefficienten, und G1, G2, G3 homogene Functionen vier-
ter Ordnung bedeuten, die sämmtlich an den sieben Doppelpunkten verschwinden. Wir
können also als Nenner eine willkürliche lineare Function der Grössen H, H, H einfüh-
ren, z. B. die, von der wir die unteren Grenzen der Integrale abhängig gemacht haben.
Es ist dann klar, dass der Zähler ebenfalls in den vier Punkten (ah, bh, ch)(h = 0, 1, 2, 3)
verschwinden muss. Denn es ist

(AG1 +BG2 +CG3)Hκ = HG1;

wird nun (x, y, z) = (ah, bh, ch) gesetzt, so wird H = 0, während Hκ (wenn wir nicht eine
besondere Wahl der Punkte (ah, bh, ch) annehmen) von Null verschieden ist. Daraus folgt,
dass wir jede Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index 0 in dieser Form darstellen
können: √

R
G
H

,

wo G eine homogene Function vierter Ordnung bedeutet, die in den sieben Doppelpunkten
und den vier Punkten (ah, bh, ch) (h = 0, 1, 2, 3) verschwindet. Für die Function Ψσ0 tritt
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nun noch die Bedingung hinzu, dass sie an drei ferneren Stellen: (x1, y1, z1), (x2, y2, z2),
(x3, y3, z3) verschwinden muss. Durch diese 14 völlig gleichartigen Bedingungen ist die
Function bis auf einen von (x0, y0, z0) unabhängigen Factor definirt. Wir haben eine Func-
tion vierter Ordnung in Form einer Determinante zu bilden, deren 15 Horizontalreihen aus
der Reihe

x4, x3y, x3z · · ·z4

dadurch hervorgehen, dass man für x, y, z die Grössen

(xh, yh, zh)(h = 0, 1, 2, 3), (ah, bh, ch)(h = 0, 1, 2, 3),
(aα ,bα ,cα)(α = 1, 2 · · ·7)

setzt. Diese Determinante, die eine alternirende Function sämmtlicher 15 Grössensysteme
ist, denken wir uns noch mit einem alternirenden Vorzeichen behaftet; das Product ist dann
unabhängig von den Indices und kann durch S0 bezeichnet werden. Da Ψσ0 eine alterni-
rende Function sein soll, so haben wir zu setzen:

(68′) Ψσ0 = c
3

∏
k=0

{√
R(k)

H(k)

}
S0,

wo c eine Constante bedeutet. Dies ist demnach der einzige Fall, in welchem wir die unteren
Grenzen der Integrale in den Ausdruck von Ψσm aufgenommen haben; und auch hier ist es
aus der Bildung des Ausdrucks unmittelbar klar, dass eine Aenderung der unteren Grenzen
auf die Function σ0 keinen Einfluss ausübt, wenn man nur die neuen unteren Grenzen so
wählt, dass die entsprechenden Punkte der Curve M = 0 auf einer graden Linie liegen.



Nachtrag.

Ueber die hyperelliptischen Functionen dreier Variabeln.

Den allgemeinen Entwicklungen liegt die Annahme zu Grunde, dass keine der graden
Θ-Functionen zugleich mit den Argumenten verschwindet, dass also alle 36 Grössen c0,
cκλ µ von Null verschieden sind. Der Vollständigkeit wegen möge nun der Fall untersucht
werden, in welchem eine dieser 36 Constanten gleich Null ist.

Ist cκλ µ = 0, so setzen wir κλ µ = ε , und bezeichnen durch 1′, 2′, 3′ · · ·7′ die Indices
κ, λ , µ , βγδ , γδα , δαβ , αβγ in irgend welcher Reihenfolge. Bedeutet dann a irgend eine
Combination der neuen primitiven Indices, und setzen wir Θεα = Θα , so sind wieder durch
Θ0, Θκ′λ ′µ ′ alle graden, durch Θκ′ und Θκ′λ ′ alle ungraden Theta-Functionen bezeichnet,
und es wird Θ0 = 0, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden. Derjenige Fall,
in welchem eine der 35 Grössen cκλ µ den Werth Null hat, lässt sich daher durch eine
Aenderung des Systems der primitiven Indices immer zurückführen auf den, wo c0 = 0 ist.

Wir nehmen deshalb an, dass c0 = 0, die übrigen 35 Grössen cκλ µ dagegen von 0 ver-
schieden sind. Im Uebrigen bleiben offenbar die auf S. 25 und 27 aufgestellten Relationen
unter den Theta-Functionen bestehen; es ist also:

7

∑
α=0

[
(−1)(kα,lα,mα)

Θ(v+w · · ·)klmαΘ(v−w · · ·)mαΘ(u+ v · · ·)kαΘ(u− v · · ·)lα

]
= 0,

(1)

7

∑
α=0

[
(−1)(kα,lα,mα)cklmαcmα Θkα Θlα

]
= 0.(2)

Die zuletzt aufgestellte Gleichung unterscheidet sich nur dann von der früheren, wenn
der Index kl grade ist, also entweder = 0, oder = κλ µ . Demnach erhalten wir die für diesen
Fall charakteristischen Gleichungen, indem wir l = k, oder l = kκλ µ setzen:

7

∑
α=0

[
(−1)mα|kαc2

mα Θ
2
kα

]
= 0,(3)

7

∑
α=0

[
(−1)(kα,kακλ µ,mα)cmακλ µcmα Θkα Θkακλ µ

]
= 0.(4)

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die drei Producte

Θκ Θλ µ , Θλ Θµκ, Θµ Θκλ

und allgemeiner:

(5) Θkκ Θkλ µ , Θkλ Θkµκ, Θkµ Θkκλ
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immer durch eine lineare homogene Gleichung verbunden sind; dasselbe gilt von den drei
Producten

(6) Θkαβ Θkγδ , Θkβγ Θkαδ , Θkγα Θkβδ .

Wir wollen nun die Anfangsglieder der ungraden Functionen Θκ, Θλ µ durch uκ, uλ µ ,
das Anfangsglied der graden Function Θ0, welches eine homogene quadratische Function
der Argumente ist, durch w0 bezeichnen.

Aus (6) erhalten wir, indem wir dort k = δ setzen, eine homogene lineare Gleichung
zwischen:

Θα Θβγδ , Θβ Θγαδ , Θγ Θαβδ .

Dieselbe Gleichung muss bestehen zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen:

cβγδ uα , cγαδ uβ , cαβδ uγ .

Daher besteht eine lineare Gleichung zwischen den drei homogenen linearen Functionen
der Argumente: uα , uβ , uγ . Dies können wir so aussprechen:

I. Die sieben graden Linien uκ = 0 (κ = 1, 2 · · ·7) gehen sämmtlich durch einen
Punkt. Diesen Punkt bezeichnen wir durch (0).

Setzen wir ferner in dem System (5) k = δ µ , so erhalten wir eine Gleichung zwischen

Θκδ µ Θδλ , Θλδ µ Θδκ, Θκδλ µ Θδ .

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder auf die Anfangsglieder zurückgehen, eine lineare
homogene Gleichung zwischen uδλ , uδκ, uδ . Daraus ist ersichtlich:

II. Die sieben Graden uκ = 0 und uακ = 0 (α = 1, 2 · · ·7, aber ≶ κ) schneiden sich
in einem Punkte. Diesen bezeichnen wir durch (κ).

Endlich setzen wir im System (5) k = κλ . Dann folgt eine homogene lineare Gleichung
zwischen

Θλ Θκµ , Θκ Θλ µ , Θκλ µ Θ0.

Hieraus ergiebt sich, dass eine ebensolche Gleichung bestehen muss zwischen den drei
quadratischen Functionen:

uκuλ µ , uλ uκµ , w0.

Dadurch erkennen wir, dass die beiden Graden uκ = 0, uλ = 0 sich auf dem Kegelschnitt
w0 = 0 schneiden, ebenso die Graden uκ = 0 und uκµ = 0. Wir sehen also:

III. Die acht definirten Punkte (0), (1), (2) · · ·(7) liegen auf dem Kegelschnitt w0 = 0.
Durch diese drei Sätze ist die Lage der 28 Graden uκ = 0, uκλ = 0 zu einander und in

Bezug auf den Kegelschnitt w0 = 0 ausreichend charakterisirt; die Graden sind die Verbin-
dungslinien von acht Punkten des Kegelschnitts, und zwar uκ = 0 die Verbindungslinie der
Punkte (0) und (κ), uκλ = 0 die der Punkte (κ) und (λ ). Wir wählen nun ein besonderes
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Coordinatensystem. v = 0 sei die Tangente an den Kegelschnitt im Punkte (0); v′′ = 0 ir-
gend eine andere Tangente, und v′ = 0 die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte.
Der Gleichung des Kegelschnitts können wir dann die Form geben:

vv′′− v′2 = 0.

Für die Punkte, die auf dem Kegelschnitte liegen, hat man dann:

v′

v
= p,

v′′

v
= p2;

und es entspricht jedem Punkte der Curve ein Werth von p, und umgekehrt; speziell dem
Punkte (0) der Werth p = ∞. Die Werthe von p, welche den übrigen Punkten (1), (2) · · ·(7)
entsprechen, bezeichnen wir durch a1, a2 · · ·a7. Die Verbindungslinie der Punkte (0) und
(κ) hat dann die Gleichung aκv−v′= 0, die der Punkte (κ) und (λ ) die folgende: aκaλ v−
(aκ +aλ )v′+ v′′ = 0; wir können daher setzen

(7) w0 = l0(vv′′− v′2), uκ = lκvκ, uκλ = lκλ vκλ ;

wo

(8) vκ = aκv− v′; vκλ = aκaλ v− (aκ +aλ )v′+ v′′

ist, und l0, lκ, lκλ noch genauer zu bestimmende Constanten bedeuten.
Wir können bewirken, dass zwei von den sieben Grössen aκ willkürlich vorgeschrie-

bene Werthe erhalten. Wir können z. B. erreichen, dass a1 = 0 wird dadurch, dass wir die
Linie v′′= 0 mit der Tangente im Punkte (1) zusammenfallen lassen. Dann können wir noch
v, v′, v′′ mit drei Constanten a, b, c multipliciren, die aber der Bedingung ac = b2 genügen
müssen, damit die Gleichung des Kegelschnitts ungeändert bleibt. Dadurch können wir be-
wirken, dass a2 = 1 wird; die übrigen Grössen a3, a4 · · ·a7 sind dann die wesentlichen Con-
stanten des Systems. Wir denken uns also zwei dieser Grössen willkürlich gewählt; damit
ist das ganze Grössensystem a1, a2 · · ·a7 völlig bestimmt. Es bleibt dann noch eine Aende-
rung übrig, die man machen kann, ohne die Gleichungen der Graden und des Kegelschnitts
zu ändern; man kann nämlich alle drei Grössen v, v′, v′′ mit einem und demselben Factor k
multipliciren. Dadurch geht vκ und vκλ in v′κ = kvκ, v′κλ

= kvκλ ; w0 in w′0 = k2w0 über;
es treten also an die Stelle der Factoren l0, lκ, lκλ folgende: l′0 = l0k2, l′κ = lκk, l′κλ

= lκλ k.

Ueber diesen Factor k werden wir ebenfalls verfügen; jeder der Quotienten
lκ
l0

,
lκλ

l0
,

cκλ µ

l0
muss sich dann durch a1, a2 · · ·a7 allein ausdrücken lassen.

Wir setzen in der Gleichung (4) einmal k = κ, m = γδ , das andere Mal: k = γ , m = κδ .
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Dann erhalten wir die zwei Formeln:

7

∑
α=0

[
(−1)(ακ,αλ µ,αγδ )cαγδκλ µcαγδ Θακ Θαλ µ

]
= 0,

7

∑
α=0

[
(−1)(αγ,αγκλ µ,αδκ)cαδλ µcαδκ Θαγ Θαγκλ µ

]
= 0,

die sich, mit Hinweglassung der verschwindenden Glieder und der gehörigen Vereinfa-
chung der Vorzeichen, auf folgende reduciren:

cαβκcγδκ Θ0 Θκλ µ +(−1)λ |µcαβλ cγδλ Θκλ Θµ +(−1)µ|λ cαβ µcγδ µ Θκµ Θλ = 0,

cβγκcαδκ Θαγ Θβδ − cβδκcαγκ Θβγ Θαδ = (−1)α|β+γ|δ cαβκcγδκ Θ0 Θκλ µ .

Daraus ergiebt sich:

cαβκcγδκcκλ µ l0(vv′′− v′2)+(−1)λ |µcαβλ cγδλ lκλ lµvκλ vµ

+(−1)µ|λ cαβ µcγδ µ lκµ lλ vκµvλ = 0;

cβγκcαδκlαγ lβδ vαγvβδ − cβδκcαγκlβγ lαδ vβγvαδ

= (−1)α|β+γ|δ cαβκcγδκcκλ µ l0(vv′′− v′2).

In der ersten Formel setzen wir vλ = 0, also v′ = aλ v. Dann wird

vµ = (aµ −aλ )v, vκλ = v′′−a2
λ

v, vv′′− v′2 = v(v′′−a2
λ

v).

Daher erhalten wir:

cαβκcγδκcλ µκl0 = (−1)λ |µ(aλ −aµ)cαβλ cγδλ lκλ lµ .

In der zweiten setzen wir vβγ = 0, also v′′ =−aβ aγv+(aβ +aγ)v′. Dann wird

vαγ = (aα −aβ )(aγv− v′), vβδ = (aδ −aγ)(aβ v− v′),

vv′′− v′2 =−(aγv− v′)(aβ v− v′);

daher ist

cαβκcγδκcλ µκl0 = (−1)α|β+γ|δ (aα −aβ )(aγ −aδ )cβγκcαδκlαγ lβδ .

Wir führen nun folgende Bezeichnung ein:

(9) (−1)κ|λ (aκ−aλ ) = aκλ .
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Da (−1)κ|λ ein alternirendes Vorzeichen ist, so ist aλκ = aκλ . Die beiden Relationen,
welche wir erhalten haben, sind dann:

cαβκcγδκcλ µκl0 = aλ µcαβλ cγδλ lκλ lµ ,(10)

cαβκcγδκcλ µκl0 = aαβ aγδ cβγκcαδκlαγ lβδ .(11)

Vertauscht man in der ersten Formel κ mit λ und multiplicirt die neu entstehende Formel
mit der ursprünglichen, so erhält man:

(12) c2
κλ µ

l2
0 = aκµaλ µ l2

κλ
l2
µ .

Vertauscht man dagegen κ, λ , µ cyklisch und multiplicirt die drei so erhaltenen Formeln,
so erhält man:

(13) c3
κλ µ

l3
0 = aκλ aκµaλ µ lκλ lκµ lλ µ lκlλ lµ .

Die Division beider Gleichungen liefert:

cκλ µ l0 =
aκλ lκµ lλ µ lκlλ

lκλ lµ
=

aκλ l2
κl2

λ

l2
κλ

·
lκλ lκµ lλ µ

lκlλ lµ
.

In dieser Form geschrieben, zeigt diese Gleichung, dass der Quotient

aκλ l2
κl2

λ

l2
κλ

l2
0

= r

einen von den Indices κ, λ unabhängigen Werth haben muss. Diesen Werth r können wir,
indem wir dadurch über den erwähnten willkürlichen Factor k verfügen, gleich 1 setzen;
wir erhalten dann:

aκλ =
l2
κλ

l2
0

l2
κl2

λ

;(14)

cκλ µ

l0
=

lκλ lκµ lλ µ

lκlλ lµ
.(15)

Diese Ausdrücke für die Grössen aκλ und cκλ µ führen wir in die beiden Gleichungen (10)
und (11) ein. Dann verwandeln sich dieselben in Relationen zwischen den Grössen l allein:

lακlβκlγκlδκlλκlµκ

l3
κ

=
lαλ lβλ lγλ lδλ lκλ lµλ

l3
λ

,(16)

lαβ lαγ lαδ lβγ lβδ lγδ

lκλ lκµ lλ µ

=
l2
α l2

β
l2
γ l2

δ

lκlλ lµ l2
0
.(17)
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Wir bezeichnen nun das Product aller sechs Grössen lακ, die man erhält, wenn man für
α die sechs von κ verschiedenen primitiven Indices setzt, durch Lκ; mit L dagegen das
Product aller 21 Grössen lκλ . Aus dieser Definition folgt dann identisch:

L2 = L1L2 · · ·L7,(18)
lαβ lαγ lαδ lβγ lβδ lγδ

lµλ lµκlκλ

=
L

LκLλ Lµ

.(19)

Danach gehen die beiden Gleichungen (16) und (17) in folgende über:

(20)
Lκ
l3
κ

=
Lλ

l3
λ

;
L

LκLλ Lµ

=
l2
α l2

β
l2
γ l2

δ

lκlλ lµ l2
0
.

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt:

(21) Lκ = ml3
κ,

wo m eine von dem Index κ unabhängige Grösse bedeutet; aus der zweiten dann:

(22) L =
m3

l2
0

l2
α l2

β
l2
γ l2

0 l2
κl2

λ
l2
µ =

m3l2

l2
0

,

wenn wir unter l das Product der sieben Grössen lα verstehen. Da nun L2 gleich dem
Product der sieben Grössen Lκ ist, so folgt aus (21), dass

L2 = m7l3

ist. Vergleichen wir dies mit (22), so erhalten wir

m =
l
l4
0
.

Es ist also:

(23) Lκ =
ll3

κ
l4
0

, L =
l5

l14
0

.

Es ist jetzt leicht,
lκ
l0

,
lκλ

l0
,

cκλ µ

l0
durch die 21 Grössen aαβ , d. h. die Differenzen der sieben

Parameter a1 · · ·a7 auszudrücken. Die letzte Gleichung Lκ =
ll3

κ
l4
0

lässt sich so schreiben:

∏
α

(lακ) =
ll3

κ
l4
0

, oder: ∏
α

(
l0lακ
lα lκ

)
=

l2
0

l2
κ

,
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wo das Product auszudehnen ist über alle von κ verschiedenen Zahlen α der Reihe 1,2 · · ·7.

Da nun nach (14)
l2
0 l2

κλ

l2
κl2

λ

= aκλ ist, so erhalten wir:

(24)
l4
κ
l4
0

=
1

∏
α

(aακ)
.

Aus der Gleichung (14) geht nun weiter hervor:

(25)
l4
κλ

l4
0

=
a2

κλ

∏
α

(aακ) ∏
α

(aαλ )
,

und aus (15):

(26)
c4
κλ µ

l4
0

=
a2

κλ
a2

κµa2
λ µ

∏(aακ) ∏(aαλ ) ∏(aαµ)
.

Nun ist

∏
α

(aακ) =−∏
α

(aα −aκ)

=−(aα −aκ)(aβ −aκ)(aγ −aκ)(aδ −aκ)(aλ −aκ)(aµ −aκ);

es ist also:

(27)



l4
κ
l4
0

=
−1

(aα −aκ)(aβ −aκ)(aγ −aκ)(aδ −aκ)(aλ −aκ)(aµ −aκ)
,

l4
κλ

l4
0

=
−1

(aα −aκ)(aβ −aκ)(aγ −aκ)(aδ −aκ)(aµ −aκ)(aα −aλ )
,

(aβ −aλ )(aγ −aλ )(aδ −aλ )(aµ −aλ )

c4
κλ µ

l4
0

=
−1

(aα −aκ)(aβ −aκ)(aγ −aκ)(aδ −aκ)(aα −aλ )(aβ −aλ )
.

(aγ −aλ )(aδ −aλ )(aα −aµ)(aβ −aµ)(aγ −aµ)(aδ −aµ)

Damit ist die Aufgabe, die in der Theorie vorkommenden Constanten durch unabhängige
Grössen auszudrücken, gelöst.

Wir gehen nun dazu über, einige einfache Relationen unter den Theta-Functionen selbst
aufzustellen, aus denen die Art ihres algebraischen Zusammenhangs klar erkannt werden
kann. Die algebraische Darstellung der Θ-Quotienten durch drei unabhängige Grössen x1,
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x2, x3 ergiebt sich dann fast von selbst. Wir wollen aber zuvor von den Theta-Functionen
ihre irrationalen constanten Factoren l0, lκ, lκλ , cκλ µ absondern, und

(28) Θ0 = l0σ0, Θκ = lκσκ, Θκλ = lκλ σκλ , Θκλ µ = lκλ µσκλ µ

setzen, so dass jetzt das Anfangsglied in der Entwickelung von σ0 gradezu = vv′′−v′2, das
von σκ = v, das von σκλ = vκλ , und das Anfangsglied von σκλ µ = 1 ist.

Ferner dividiren wir durch σ0 alle 63 übrigen Grössen σm, und bezeichnen den Quoti-
enten durch pm. Es ist also

(29) pκ =
σκ
σ0

, pκλ =
σκλ

σ0
, pκλ µ =

σκλ µ

σ0
.

I. Wir leiten zunächst eine Relation her aus der Gleichung (3), indem wir dort k = 0,
m = κλ µ setzen. Für α = κ, λ , µ verschwindet der Factor cmα ; es ist also:

c2
κλ µ

Θ
2
0 + S

α,β ,γ,δ

{
(−1)ακλ µ|αc2

ακλ µ
Θ

2
α

}
= 0,

oder:
c2
κλ µ

Θ
2
0 + S

α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |αc2

βγδ
Θ

2
α

}
= 0.

Führen wir hier die Grössen p ein, so erhalten wir:

S
α,β ,γ,δ

{
(−1)βγδ |α−c2

βγδ
l2
α

c2
κλ µ

l2
0

p2
α

}
= 1.

Nun ist nach (15)
cβγδ

l0
=

lβγ lβδ lγδ

lβ lγ lδ
,

cκλ µ

l0
=

lκλ lκµ lλ µ

lκlλ lµ
;

daher:
cβγδ lα
cκλ µ l0

=
lα lκlλ lµ
lβ lγ lδ l0

lβγ lβδ lγδ

lκλ lκµ lλ µ

.

Wenden wir hier die Formel (17) an, so folgt:

lβγ lβδ lγδ

lκλ lκµ lλ µ

=
l2
α l2

β
l2
γ l2

δ

lκlλ lµ l2
0

1
lαβ lαγ lαδ

,

daher:
cβγδ lα
cκλ µ l0

=
l3
α lβ lγ lδ

l3
0

1
lαβ lαγ lαδ

.
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Erheben wir diese Formel in’s Quadrat, so ist nach (14):

l6
0 l2

αβ
l2
αγ l2

αδ

l6
α l2

β
l2
γ l2

δ

= aαβ aαγaαδ ;

es ist also:
c2

βγδ
l2
α

c2
κλ µ

l2
0

=
1

aαβ aαγaαδ

=
(−1)βγδ |α

(aβ −aα)(aγ −aα)(aδ −aα)
;

mithin erhalten wir:

(A) S
α,β ,γ,δ

{
p2

α

(aα −aβ )(aα −aγ)(aα −aδ )

}
= 1.

Zwischen je vier der sieben Grössen p2
α besteht also eine nicht homogene lineare Glei-

chung.
II. Wir gehen zurück auf die Gleichung (2). Aus dieser geht hervor, dass zwischen

den vier Producten σασακ, σβ σβκ, σγσγκ, σδ σδκ eine lineare homogene Gleichung

Aσασακ +Bσβ σβκ +Cσγσγκ +Dσδ σδκ = 0

besteht; man erhält diese, indem man k = κ, l = 0, m = λ µ setzt. Wir wollen aber die
Coefficienten in anderer Weise bestimmen. Offenbar muss dieselbe Gleichung zwischen
den Anfangsgliedern bestehen:

Avαvακ +Bvβ vβκ +Cvγvγκ +Dvδ vδκ = 0.

Wir setzen nun v = 1, v′ = p, v′′ = p2; dann geht

vκ in aκ− p, vκλ in (aκ− p)(aλ − p)

über. Es muss also, für willkürliche Werthe von p, die Gleichung bestehen:

A(aα − p)2 +B(aβ − p)2 +C(aγ − p)2 +D(aδ − p)2 = 0.

Daraus geht hervor: Zwischen je vier Functionen pα pακ, pβ pβκ, pγ pγκ, pδ pδκ besteht
eine Gleichung:

(B) Apα pακ +Bpβ pβκ +Cpγ pγκ +Dpδ pδκ = 0,

deren Coefficienten bestimmt sind durch die Formeln:

A +B +C +D = 0,

Aaα +Baβ +Caγ +Daδ = 0,

Aa2
α +Ba2

β
+Ca2

γ +Da2
δ

= 0.
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III. Wir wissen, dass eine Gleichung besteht von der Form:

Aσκσλ µ +Bσλ σκµ +Cσµσκλ = 0.

Die Coefficienten lassen sich auch hier bestimmen, indem man auf die Anfangsglieder
zurückgeht:

Avκvλ µ +Bvλ vκµ +Cvµvκλ = 0.

Da ein Coefficient von v′′ in den Grössen vα nicht vorkommt, in den Grössen vαβ dagegen
gleich 1 ist, so erhalten wir:

Avκ +Bvλ +Cvµ = 0,

oder:
A(aκv− v′)+B(aλ v− v′)+C(aµv− v′) = 0.

Hieraus folgt:
A = aλ −aµ , B = aµ −aκ, C = aκ−aλ ;

daher:

(C) (aλ −aµ)pκ pλ µ +(aµ −aκ)pλ pµκ +(aκ−aλ )pµ pκλ = 0.

IV. Wir stellen jetzt noch zwei Gleichungen auf, welche Beziehungen der Functio-
nen pκλ µ zu den übrigen angeben. Erstens muss eine lineare Relation bestehen zwischen
σ0σκλ µ , σκλ σµ , σκµσλ ; zweitens zwischen σ0σκλ µ , σαγσβδ und σβγσαδ . Beide Rela-
tionen sind schon aufgestellt, als es sich um die Darstellung der Moduln handelte, und die
einfachsten Ausdrücke der Coefficienten sind durch die Formeln (10) und (11) gegeben. Es
ist demnach

aλ µσ0σκλ µ +(−1)λ |µ
σκλ σµ +(−1)µ|λ

σκµσλ = 0,

(−1)α|β+γ|δ aαβ aγδ σ0σκλ µ = σαγσβδ −σβγσαδ ;

oder:

pκλ pµ − pκµ pλ +(aλ −aµ)pκλ µ = 0,

pαγ pβδ − pβγ pαδ = (aα −aβ )(aγ −aδ )pκλ µ .

Wir erhalten also pκλ µ ausgedrückt in zwei verschiedenen Formen:

pκλ µ =
pλ pκµ − pµ pκλ

aλ −aµ

,(D)

pκλ µ =
pαγ pβδ − pβγ pαδ

(aα −aβ )(aγ −aδ )
.(E)
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Aus den fünf aufgestellten Relationen lassen sich nun folgende Schlüsse ziehen.
Zunächst folgt aus (A), dass sich die sieben Grössen p2

κ durch drei Grössen f1, f2, f3
in folgender Weise ausdrücken lassen:

p2
κ = a3

κ− f1a2
κ + f2aκ− f3,

also, wenn man die ganze Function dritter Ordnung

(30) x3− f1x2 + f2x− f3 mit ϕ(x)

bezeichnet:

(31) p2
κ = ϕ(aκ).

Denn diese Function genügt offenbar identisch der Relation

S
α,β ,γ,δ

{
ϕ(aα)

(aα −aβ )(aα −aγ)(aα −aδ )

}
= 1.

Bestimmt man nun f1, f2, f3 durch die drei linearen Gleichungen ϕ(a1) = p2
1, ϕ(a2) = p2

2,
ϕ(a3) = p2

3, so folgt aus dieser Gleichung im Verein mit (A), dass allgemein ϕ(aδ ) =
p2

δ
sein muss. Die Coefficienten f1, f2, f3 der Function ϕ(aκ) sind demnach bestimmte

Abel’sche Functionen der Argumente, und zwar lineare Functionen der Grössen p2
κ.

Aus der Gleichung (B), die wir so schreiben können:

Apα pκ pακ +Bpβ pκ pβκ +Cpγ pκ pγκ +Dpδ pκ pδκ = 0,

folgt ferner, dass sich die 21 Producte pκ pλ pκλ (κ, λ = 1, 2 · · ·7, κ ≶ λ ) sich linear und
homogen durch sechs unter ihnen

p1 p2 p12, p1 p3 p13, p1 p4 p14, p2 p3 p23, p2 p4 p24, p3 p4 p34

ausdrücken lassen. Versteht man unter ϕ(x, y) eine ganze und symmetrische Function vom
zweiten Grade in Bezug auf x und y, so bestehen zwischen den 21 Grössen ϕ(aκ,aλ ) genau
dieselben Gleichungen, wie zwischen den Grössen pκ pλ pκλ :

Aϕ(aα ,aκ)+Bϕ(aβ ,aκ)+Cϕ(aγ ,aκ)+Dϕ(aδ ,aκ) = 0,

wo

A+B+C +D = 0; Aaα +Baβ +Caγ +Daδ = 0,

Aa2
α +Ba2

β
+Ca2

γ +Da2
δ

= 0
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ist. Wenn wir also die sechs Coefficienten dieser Function ϕ(x, y) so bestimmen, dass die
sechs Gleichungen

ϕ(aκ,aλ ) = pκ pλ pκλ (κ,λ = 1, 2, 3, 4)

bestehen, so muss diese Gleichung allgemein gelten für alle 21 Combinationen der Indices
1, 2 · · ·7. Wir können also allgemein die 21 Producte pκ pλ pκλ durch sechs von den Indices
abhängigen Grössen in folgender Weise ausdrücken:

(32) pκ pλ pκλ = ϕ(aκ,aλ )

(
κ,λ = 1, 2 · · ·7

κ ≶ λ

)
,

wo ϕ(x, y) eine ganze und symmetrische Function von x und y bedeutet, die in Bezug auf
beide Grössen vom zweiten Grade ist, und deren sechs Coefficienten Abel’sche Functionen
sind.

Die dritte der entwickelten Relationen giebt nun einen Zusammenhang zwischen den
Functionen ϕ(x) und ϕ(x, y). Wir erhalten, indem wir die Gleichung (C) mit pκ pλ pµ mul-
tipliciren, und p2

κ durch ϕ(aκ), pλ pµ pλ µ durch ϕ(aλ , aµ) etc. ersetzen:

(aλ −aµ)ϕ(aκ)ϕ(aλ ,aµ)+(aµ −aκ)ϕ(aλ )ϕ(aµ ,aκ)
+(aκ−aλ )ϕ(aµ)ϕ(aκ,aλ ) = 0.

Ersetzen wir auf der linken Seite dieser Gleichung aκ, aλ , aµ durch x, y, z, so erhalten wir
eine ganze Function Φ(x, y, z), die in Bezug auf jede der Veränderlichen vom dritten Grade
ist. Diese Function hat die Eigenschaft, zu verschwinden, wenn für x, y, z drei Grössen
der Reihe a1, a2 · · ·a7 gesetzt werden. Daraus folgt, dass sie identisch verschwinden muss.
Demnach ist identisch:

ϕ(x, y) =
(x− z)ϕ(y)ϕ(x, z)− (y− z)ϕ(x)ϕ(y, z)

(x− y)ϕ(z)
.

Geben wir der Grösse z einen constanten Werth c und bezeichnen

(x− c)ϕ(x, c)
ϕ(c)

mit ψ(x),

so ist demnach

ϕ(x, y) =
ψ(x)ϕ(y)−ψ(y)ϕ(x)

x− y
.

ψ(x) ist eine ganze Function dritten Grades von x. Diese können wir auf die Form bringen:

ψ(x) = c′ϕ(x)−ψ(x),
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wo ψ(x) eine ganze Function zweiten Grades bedeutet. Dann ist:

(33) ϕ(x, y) =
ϕ(x)ψ(y)−ϕ(y)ψ(x)

x− y
.

Auf diese Weise sind jetzt die Functionen pκ und pκλ durch sechs Hülfsgrössen ausge-
drückt, nämlich die Coefficienten f1, f2, f3 der kubischen Function ϕ(x) und die der qua-
dratischen Function ψ(x):

(34) p2
κ = ϕ(aκ); pκ pλ pκλ =

ϕ(aκ)ψ(aλ )−ϕ(aλ )ψ(aκ)
aκ−aλ

.

Dies sind bekannte Formeln aus der von Herrn Weierstrass aufgestellten allgemeinen Theo-
rie der hyperelliptischen Functionen.

Es sollen jetzt anstatt dieser sechs Hülfsgrössen andere eingeführt werden; nämlich die-
jenigen Werthe x1, x2, x3, wofür die kubische Function ϕ(x) verschwindet, und diejenigen
Werthe y1, y2, y3, welche die quadratische Function ψ(x) annimmt, wenn x1, x2, x3 für x
gesetzt wird. Es ist also ϕ(xh) = 0, ψ(xh) = yh (h = 1, 2, 3), daher:

ϕ(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3),(35)

ψ(x) =
3

∑
h=1

{
yhϕ(x)

(x− xh)ϕ ′(xh)

}
.(36)

Hieraus folgt:

ϕ(x,x′) =
ϕ(x)ψ(x′)−ϕ(x′)ψ(x)

x− x′
,

= ϕ(x)ϕ(x′)
3

∑
h=1

{
yh

(x− xh)(x′− xh)ϕ ′(xh)

}
.

Daher erhalten wir:

(37)

p2
κ = (aκ− x1)(aκ− x2)(aκ− x3),

pκλ = pκ pλ

3

∑
h=1

{
yh

(aκ− xh)(aλ − xh)ϕ ′(xh)

}
.

Von den beiden Gleichungen (D) und (E) giebt die erste, wenn wir für die Grössen pκλ

und pκµ ihre Ausdrücke einsetzen, die Darstellung von pκλ µ :

pκλ µ =
pκ pλ pµ

aλ −aµ

3

∑
h=1

{
yh

(aκ− xh)ϕ ′(xh)

[
1

aµ − xh
− 1

aλ − x

]}
,
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also:

(38) pκλ µ = pκ pλ pµ

3

∑
h=1

{
yh

(aκ− xh)(aλ − xh)(aµ − xh)ϕ ′(xh)

}
.

Eine andere Darstellung liefert die letzte Gleichung. Setzt man nämlich in dieser für pαγ ,
pβδ , pβγ , pαδ ihre Summen-Ausdrücke, so ergiebt sich:

(aα −aβ )(aγ −aδ )
pα pβ pγ pδ

pκλ µ

=
3

∑
h=1

3

∑
k=1

{
yhyk

(aγ − xh)(aδ − xk)ϕ ′(xh)ϕ ′(xk)

[
1

(aα − xh)(aβ − xk)

− 1
(aβ − xh)(aα − xk)

]}
.

Führt man hier die Subtraction unter dem Summenzeichen aus und bezeichnet zur Abkür-
zung:

(aα − x)(aβ − x)(aγ − x)(aδ − x) mit P(x),

so ergiebt sich, da

(aβ − xh)(aα − xk)− (aα − xh)(aβ − xk) = (aα −aβ )(xk− xh)

ist:
aγ −aδ

pα pβ pγ pδ

pκλ µ =
3

∑
h=1

3

∑
k=1

{
(aγ − xk)(aδ − xh)(xk− xh)yhyk

P(xh)P(xk)ϕ ′(xh)ϕ ′(xk)

}
.

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine homogene quadratische Function von y1, y2,
y3. Die Coefficienten von y2

1, y2
2, y2

3 sind offenbar Null; dagegen der Coefficient von y1y2:

(aγ − x1)(aδ − x2)(x1− x2)
P(x1)P(x2)ϕ ′(x1)ϕ ′(x2)

+
(aγ − x2)(aδ − x1)(x2− x1)

P(x1)P(x2)ϕ ′(x1)ϕ ′(x2)
.

Dies ist

=
(aγ −aδ )(x1− x2)2

P(x1)P(x2)ϕ ′(x1)ϕ ′(x2)
=

−(aγ −aδ )
P(x1)P(x2)ϕ ′(x3)

.

Nun ist offenbar
P(x1)P(x2)P(x3) = p2

α p2
β

p2
γ p2

δ
;

daher:
aγ −aδ

P(x1)P(x2)ϕ ′(x3)
=

(aγ −aδ )P(x3)
p2

α p2
β

p2
γ p2

δ
ϕ ′(x3)

.



Nachtrag. 177

Die beiden andern Coefficienten ergeben sich hieraus durch Vertauschung der Indices.
Demgemäss erhalten wir:

pκλ µ =
−y1y2y3

pα pβ pγ pδ

3

∑
h=1

{
P(xh)

yhϕ ′(xh)

}
.

Wir bezeichnen jetzt durch R(x) die ganze Function siebenten Grades, welche durch Mul-
tiplication der sieben Linearfactoren aα − x hervorgeht:

(39) R(x) = (a1− x)(a2− x) · · ·(a7− x),

und durch p das Product der sieben Grössen p1, p2 · · · p7. Dann ist

P(x) =
R(x)

(aκ− x)(aλ − x)(aµ − x)
,

1
pα pβ pγ pδ

=
pκ pλ pµ

p
;

folglich:

pκλ µ =−pκ pλ pµ

y1y2y3

p

3

∑
h=1

{
R(xh)

(aκ− xh)(aλ − xh)(aµ − xh)yhϕ ′(xh)

}
.

Vergleicht man diese Darstellung mit der zuerst gegebenen, so sieht man, dass beide genau
übereinstimmen, bis darauf, dass an die Stelle von yh:

−y1y2y3

p
R(xh)

yh
= yh

′ (h = 1, 2, 3)

getreten ist. Dies ist offenbar nur dadurch möglich, dass die Grössen y′h den entsprechenden
yh gleich sind; es muss also

−y1y2y3R(xh) = py2
h (h = 1, 2, 3)

sein. Hieraus folgt, wenn wir die drei Gleichungen multipliciren:

−y1y2y3R(x1)R(x2)R(x3) = p3,

und da offenbar
R(x1)R(x2)R(x3) = p2 ist:

(40) − y1y2y3 = p;

mithin:

(41) y2
h = R(xh).
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Es bleiben noch die Argumente durch Integrale erster Gattung auszudrücken. Wir wol-
len v, v′, v′′ als Argumente auffassen, was einer linearen Transformation gleichkommt. Wir
setzen:

F = A
∂ log pκ

∂v
+B

∂ log pκ
∂v′

+C
∂ log pκ

∂v′′
;

A, B, C sollen willkürliche Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck F hat die Eigenschaft,
dass, wenn wir ihn mit σ0σκ multipliciren, er übergeht in eine grade Theta-Function zwei-
ten Grades mit dem Index κ, und zwar eine solche, welche verschwindet, wenn die Ar-
gumente gleich Null gesetzt werden. Functionen derselben Art sind die sechs Producte
σασακ (α = 1, 2 · · ·7, aber ≶ κ). Die Anzahl der linear unabhängigen Theta-Functionen
zweiten Grades mit dem Index κ, welche grade sind, ist vier; zwischen je fünf derselben
muss also eine lineare Gleichung bestehen. Stellen wir daher das System auf

σασακ, σβ σβκ, σγσγκ, σαβγσδλ µ ,

so muss zwischen Fσ0σκ und diesen vier Producten eine lineare homogene Gleichung
bestehen. In dieser muss der Coefficient des Gliedes σαβγσδλ µ den Werth Null haben,
weil dieses das einzige ist, welches nicht verschwindet, wenn die Argumente gleich Null
gesetzt werden. Wir erhalten also:

(43) Fσ0σκ = ∑
α,β ,γ

(kασασακ).

Die Coefficienten kα , kβ , kγ werden bestimmt durch die Anfangsglieder. Das der Function

Fσ0σκ = σ0

(
A

∂σκ
∂v

+B
∂σκ
∂v′

+C
∂σκ
∂v′′

)
−σκ

(
A

∂σ0

∂v
+B

∂σ0

∂v′
+C

∂σ0

∂v′′

)
erhalten wir, wenn wir aκv− v′ für σκ, vv′′− v′2 für σ0 einsetzen. Dasselbe ist also:

(vv′′− v′2)(Aaκ−B)− (aκv− v′)(Av′′−2Bv′+Cv).

Dieser Ausdruck muss
= ∑

α,β ,γ

(kαvαvακ)

sein. Setzen wir nun v = 1, v′ = p, v′′ = p2, so wird

vv′′− v′2 = 0; Av′′−2Bv′+Cv = Ap2−2Bp+C;

vαvακ = (aκv− v′)(aα − p)2;
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wir erhalten also zur Bestimmung der Coefficienten folgende Formel

(44) − (Ap2−2Bp+C) = ∑
α,β ,γ

(
kα(aα − p)2) ,

welche identisch, für alle Werthe von p, gilt.
Aus (43) folgt:

F = ∑
α,β ,γ

(
kα pα pακ

pκ

)
.

Für pακ setzen wir den gefundenen Summen-Ausdruck; ebenso für p2
α : (aα − x1)(aα −

x2)(aα − x3). Dann ergiebt sich:

F = ∑
α,β ,γ

{
kα(aα − x1)(aα − x2)(aα − x3)

3

∑
h=1

yh

(aα − xh)(aκ− xh)ϕ ′(xh)

}
,

oder:

F =
3

∑
h=1

{
yh

(aκ− xh)ϕ ′(xh)
∑

α,β ,γ

{kα (aα − xk)(aα − xl)}
}

.

Nun folgt aus der Gleichung (44), wie man leicht sieht, die allgemeinere:

∑
α,β ,γ

{kα(aα − p)(aα −q)}=−{Apq−B(p+q)+C} ;

es ist daher:

∑{kα(aα − xk)(aα − xl)}=−{Axkxl−B(xk + xl)+C} ,

mithin:

F =−
3

∑
h=1

{
(Axkxl−B(xk + xl)+C)yh

(aκ− xh)ϕ ′(xh)

}
.

Wir setzen jetzt für A, B, C die Differentiale dv, dv′, dv′′. Dann geht F in d log pκ über, und
da

d log pκ =−
3

∑
h=1

dxh

2(aκ− xh)

ist, so erhalten wir:

3

∑
h=1

{
dxh

2(aκ− xh)

}
=

3

∑
h=1

{
(xkxldv− (xk + xl)dv′+dv′′)yh

(aκ− xh)ϕ ′(xh)

}
.
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Diese Gleichung muss gelten für κ = 1, 2 · · ·7. Das ist nur dadurch möglich, dass in beiden
Summen die einzelnen Glieder übereinstimmen:

dxh

2yh
=

xkxldv− (xk + xl)dv′+dv′′

(xh− xk)(xh− xl)
.

Löst man diese drei Gleichungen nach dv, dv′, dv′′ auf, so ergiebt sich:

dv =
3

∑
h=1

(
dxh

2yh

)
,

dv′ =
3

∑
h=1

(
xhdxh

2yh

)
,

dv′′ =
3

∑
h=1

(
x2

hdxh

2yh

)
.
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